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第二章 四元数矩阵代数的一些结果

    本章给出了四元数的三个定义，四元数的共扼、模、逆、Frobenius定理、四

元数矩阵(向量)空间的定义、四元数矩阵代数 (加法“+’和乘法‘‘.”，数乘，转

置“ ’年口共辘转置“*’，，方阵的逆及方阵的迹等运算。)并注意列出它们与实矩阵

运算所不同的地方，建立了四元数矩阵与实矩阵的同构关系 (定理 2.1.1及定理

2.1.2)，讨论了四元数矩阵的初等变换与矩阵的秩，给出了四元数矩阵的秩与实

矩阵的秩的关系 (定理)，总结了四元数的行列式的定义，重点讨论了自共匀6p阵

的性质，行列式的定义、特征根及特征根向量极其与实矩阵的关系。

  第一节

四元数的定义

定义2.1.1:

(矩阵)空间 四元数矩阵代数运算及其性质

复数域上所有这样的矩阵

{·+b忆 二{但}
、一c+ay一1  a一DV一1)

Xfv阵的加法和乘法来说作成一个体而非域。如果令:

一〔I 0),i=(}0 1      0加一:011护一:        0-1 0), k(f--l  0一则有:
  i-j=-j.i=k,j.k=-k.j=i,k.i=-i-k ,i2 =j2 =k2 =-1。

因此，此体也可以抽象地定义如下:设 i, j, k是三个文字并规定其乘法运算如

上，但易一I为一1，于是有如下代数集合:

    定义2.1 .2

集合Q一{。}。一x,+xi.i+x,· j+xk-k ,i，一j，一k’=-1,i- j= -j-i一k,
j-k=-k- j一i,k-i=-i-k一j，其中x.,x�x),xk ER,x�xi,xj,x*称为助实分量}

易证，Q对“+’，，“.’，成为 一个非交换可除环称为四元数体.。
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给定任意一个四元数q=x二十: k，定义X的共辘数为:

q=x，一x;‘t一xi

一1+xi

J一x,

·J+Xk

k

VP,gEQ，有P+q=P+q,P'。一P'q，并且，如果奋=q，当且仅当q为实数。

。的模为:1191.一(99)Z一X,+、)+XZ+Xk

四元数的模有以下性质:(1) Ilall>0，等号成立当且仅当4=0

(2)对四元数乘积来说，有:Ilq,·q2 II一}lq} Il' llg211

(3) Ila + RII _< Ilall+Ilall

若。# 0,。一，二gu=u
                Ilgll

四元数还有以下等价定义:

定义2.1 .3:四阶实方阵: 其中x�x;,xi,x，为任意
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实数。在矩阵的加法和乘法运算下成为一个体。
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所以，四阶实方阵:
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    容易证明，以上四元数的三个定义是等价的。我们在本论文中更倾向于第三个

定义。因为可把四元数嵌入4阶实方阵中，这样一来，可用处理实矩阵的方法去研

究四元数。

    Frobenius定理 在实数域上，实数域与复数域是仅有的无零因子的有限维交

换代数;四元数体是唯一的无零因子的有限维非交换代数。

    证明:见文〔67]p344-351.

注:(1)实数域、复数域与四元数体的子空间同构。

    (2) Frobenius定理奠定了四元数在代数学研究中的重要地位。

2、四元数线性(矩阵)空间的定义

    Q上的所有mxn四元数矩阵集合Qmxn= {XIX=X十Y.·i十茂")+X·k,其

中荞，X，X，凡。R mxn)记:州Xp不称为x的实部，X，荞，茂称为x的虚
部。

    定义:设Q X Q ,x"到Q mxn一个运算(叫Q中元素b与Q mxn中元素A的纯量

乘法，其积记为6"A使得:

      (1)b.(八任〕蹄 .A+b·B

    (2) (a4-b).A=a·A+b·A

    (3) (ab).A=a(b.拘

    (4)1.A=A

    则称Q mxn是Q上的一个(右)向量空间。

    类似域上的向量空间一样，可定义Q mxn的佑麟性相关和佑麟性无关及Q mxn

的(左)线性相关和(左)线性无关.值得注意的是，Q .X.的(,71})_j性无关与(左)线性无

关并不等价

例如:('1、*{一户一{的，即:{，)，}一子)右线性相关，但它们却。线性无关
    l' ) 、一K) l0)   d1) l-/,)
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同样，洲门可给出(右)生成子空间的定义，及w x}的佑痊的定义，

3四元数矩阵代数运算及其性质

刻以复数域的情形，掷门可以在Q .X.上定义加法‘+’和乘法‘‘.”，数乘，转置

“ ”、共扼“”共辘转置“*”，方阵的逆及方阵的迹等运算。

  值得注意的是:

(1)由于四元数乘法的不可交换性，

(2)四元数的矩阵乘积的转置公式:

    例如:(i) A=(i,j),b=k, bA

数乘运算左乘与右乘并否相等。
(AB)I= B'A'并不成立。

= (j,-i) # Ab = (-j, i)

(ll)令A=(i,. ),B
  (k)

一(1),(A8)'=”，”‘“‘=2j‘0。
但是仍然有:(AB)'=B,A'

(3)设A是Q上一个n阶矩阵.如果有Q上一个n阶矩阵存在，使:

AB二BA=I�(单位矩阵)，则说A是Q上的一个非奇异矩阵或可逆矩阵.易知，当

A p]逆时，A的逆矩阵是唯一的，记A一‘，且(A-')一，=A.

当A,儿，二，A,�均为Q上的可逆矩阵时其乘积也为可逆的且有:

(A, A2 ... Am)一，=Amt ...,1Z'A-'，(A-')'=(A')一，

注:(i)若四元数矩阵A可逆，且k为任意非零四元数，则:

(kA)一，=A-'·k' , (Ak)一，=k一，·A"'

(ii)若四元数矩阵A可逆，则A',入未必可逆。

例如:二阶四元v阵A一{‘.‘.)可逆
                      l-」 一k)

，但A', A不可逆。

(iii)但是仍有:若四元数矩阵A可逆，则A*可逆。

若四元数矩阵A满足:A=A*，则称A为自共辆的(或Hermitian)。

定理2.1.1映射T:Qmn}丫mx4n vx=x,十x, - i十X," J -F Xk " ii E Q4-4n
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映射T为Q-到R4..4}的子环的同构即: 
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    (1)  VX,Y E Q"',T(X+Y)=,X+,Y

    (2) dX〔Qmxn， Y E V=v ，则T(X. Y)=,X.,Y

且T()为单映射.

    证明:略

    注:这个定理很重要，它是我们把四元数的研究转化为实矩阵的研究，得出结

果后，再返回四元数，这种处理方法将在本文中经常遇到.

    推论2.1.1对定理2.1.1中的同构映射来说，有:

    (1) HX。Q- ,T(X.)二。X,

    (2) VX,Y〔Qmxn,T((X·Y)̀)=T(Y'X')=,Y‘.,X

    (3)  'dX e Q'0'0,T(X-')=,X-'，

  (4) X E Q'""'为自共扼的，则T(X珍对称的.
说明:(i)由(1) (2)可得若四元数矩阵A可逆，则A*可逆。

    (ii)由(3)可得:四元数A的逆矩阵的计算 可先求,A的逆，然后，利用同

构对应的唯一性再返回到A.

t1X cQ"'” ,助迹定义为:tr(X) ---艺xkk，矩阵的迹有下列性质:

(1)tr(X+Y)=tr(X) + tr(Y)

(2)bc E Q,tr(c-X)=c - tr(X)

但是，由于四元数乘法的不可交换性，在实数复数情况下成立的如下式子:

    tr(X - Y)=tr(Y - X)，在四元数情况下不成立

例如一阶矩阵下，tr(i-j) = k # tr(j-i)=-k.
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但是，关于四元数矩阵的迹，我f门在本论文中经常需要如下定理:

定理2.1.2对任意两个m阶四元数方阵来说，有:

Re Ir(AB)=Retr(BA)

证明:Re(tr(AB))=tr(Re(AB))=立tr(, (AB))_1 tr(.(A)  4
, (B))

一;tr(, (B)', (A))=;，·(，(。))一‘r(Re(BA))一、(tr(BA))
说明:上式第二个等式利用了定理2.1.1中四元数矩阵的实部迹与它的同构实矩阵

的迹的关系。上式第三个等式利用了定理2.1.1中四元数矩阵的实部乘积与它的同

构实矩阵的实部乘积的关系。上式第四个等式利用实矩阵乘积的迹的交换性。证

毕。

b'X e Q用x”，定义范数:lIXIl一[[tr(X.·X)]2此处X，指矩阵X的共习e转置.

易知:

    (1) IIXII > 0, I-lixii一0，当且仅当X=0(零矩阵)
  (2) b'a。Q, vX。Q....，有:IIXII = Ilall' IIXII

  (3)b'X,Y。Qmn，有:lix十YII、IIXI卜III,·
且等号成立的充要条件为:X, Y线性相关

    这样使Q.Xn成为度量空间，能建立相应的拓扑结构，且Q mXn与R4mXn是同胚

的。即Q mXn可作为4mXn维流形，可以在此基础上定义Q.Xn在每一点处的切空

间、微分空间 (余切空间)、相应的外微分式，并且可定义流形上的外微分及积

分。见陈省身，陈维恒文hl
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--推论，11 VX·Q。一IIXII一。tr(X* -X)JI=杏Itr(rX。 'rX )I'
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    证明:上式第二个等式利用了定理2.1.1中四元数矩阵的实部迹与它的同构实矩

阵的迹的关系.

4四元数矩阵的初等变换与矩阵的秩

    类似域上的情形，可以定义四元数矩阵的初等变换与初等矩阵.稍有不同的是:

对行的初等变换应该是:把某行的左兄倍加于另一行;用非0的兄左乘某行.对列的初

等变换应该是二把某列的右几倍加于另一列;用非0的兄右乘某列.

VX e Q",XMm个行向量的所有左线性组合作成一个左向量空间，其维数称为

X的行左秩数。同理可定义的列右秩数。X中的最大的非奇异子块的阶数称为X

的秩。

    定理2.1.3四元数矩阵的行左秩数，列右秩数等于其秩数。四元数矩阵初等

变换不改变矩阵的秩。

    推论2.1.2秩X=秩PX=秩XQ=秩PXQ其中P, Q为非奇异的.。

                  ，___卜.‘，_ 二 _，__L ， 自_0)
推化2.1.3袄X=rp,J允妥条13:为:仔在非奇异矩I4P,Q便:PXQ=1厂_}

                                                                    戈u u)

推论2.1A秩AB‘秩4,秩AB‘秩B

命题1如果n阶四元数A矩阵适合Az=A,则秩A十秩于人知

命题2 (Cochran定理在四元数矩阵上的推门 设A,，人，二，人为非。的n阶矩

阵,A为它们的和，如果:AzA,秩A=艺秩人，则:AAA零矩阵Xi#i);对一人，

(}=1,...,1})

以上结果参见文[[391p300-312.

对于四元数矩阵的秩的定义，现洲门利用推论2.2.1可得更简便的定义和计算

方法:

定理2.1. 3  t/X。Q"'%",rank(X卜1 rank(,X).
                                                  4
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、丫n。一一__、，11二。，__、。___，_ rI_0l
址明:仔仕F, Q刀非句并t!̀1 "兀数矩}T-便得YXQ引万_I yank冈，

                                                    LU uJ

另一方面，rank(rp,X,Q)一4 rank(U o

第二节 四元数自共rg矩阵的行列式、特征根及特征根向量

    (1)四元数的行列式的定义1: 由于四元数乘法的不可交换性，四元数矩

阵的行列式的定义不能象在实数、复数矩阵的行列式那样定义。目前关于四元数行

列式的定义有多种，以下介绍几种常见的定义。

    谢邦杰在文[39」中主要是介绍J. Dieudonne在体上建立的所谓非交换行列式的

理论.

    设C为四元数Q的乘法群勺的换位子群(在任意群G中，乘积aba-lb-1叫做G

的换位子，G的所有换位子的一切有限乘积作成G的一个正规子群c，叫做G的换

、~* *、 G 、，、，一幼、 一 。_。_二_.。~~ 二、、，
仪丁拼 .同拼 万 必刀父佚拼，四归必习bt'J止观丁拼 N术玩,

                    C
只要旦为交换群就

必有C二N。)，于是商群勺/C为交换群，其元素可记为阎，〔目，⋯，其中a,

b,⋯表Q中非0元素.再引进一个新元素[0]并定义它与任何【a]之积为[0]，即

    [0]仁司=仁司[0]=[0]

    于是勺/c添进[[0」后就构成一个交换的、有单位元素 I的乘法半群，记为

ce].这样一来，Q(作为乘法半群来看)到〔Q〕上就有一个同态映射 a- [a];且有

[ab]=[a] [b]=[b] [a]=[ba].

四元数的行列式的定义1:如果对四元数Q上每个n阶矩阵A恒有[[Q]中的一个

唯一确定的元〔a]与之相应;记为[a] =detA，且使得二

    1.当用k去左乘A的某一行而得到B时，就;4 detB=〔划detA

    2.当把A的某行加于另一行而得B时，就有detA=detB

3.det 1=[11


