
����������	
������������

�����	��

�������	������

��	�������	�������� ���	����	
!��"!�"����

�����#��$���
http://www.stat.umn.edu/~kb/classes/5401

Copyright© Christopher Bingham 2005

Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

%���������&�'(�)�����*������
�����������������+��*�������%$'
(������	����������������������������+
	�����	�����*��&�',

(---- +�.��	�

•
&�',
(---- +/���*��������)�����*�����

�����---- (������0��.����������������
---- ������	��+��������������---- ��
�	��1,2
&�',
(---- +.���������������(�34+�45����

�����	��	�	�����������$(16
3---- +2


�����(�3�+/��
&�',
(---- +/78969:

$(16
3---- +�(�34+

%�������	��	�	������������	�
$(16
3)+/�6�6

(---- +;<789=9:�=
�=
(---- +>��?4?�

��

&�',
(---- +/
7
8969:�6
�6
(---- +�(�34+

7
89=9:�=
�=
(---- +

2



Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � � �� � ��� 	 			 � ��� 
 


 � ��� � ���   	 			 � � �� � ���


��������1,��	.����
&�',
(---- +����������2

'�	��	���������1
�,����
(---- +/16�.��	�
&�'6
(---- +/���89,9:

&�',
(---- +

 �.�	*������������&�'	������
�
������������������.�����������
����������)�����*�����������������
����2�
%��*���������	789=9:�=

�=
(---- +���������

��	���&�',
(---- +�/��222��2

%������������������	�������1
�,����

���

•

�����1,��������������
7
8969:�6
�6
(---- +�(�34+/76�,�6

�6
(---- +�(�34+

3

Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

#���������	�� ���(�(�34+/���54
+
��1

�,�!"�
(---- +/�1�,����

(---- +��*

&�',
(---- +/�76�,�6

�6
(---- +;789=9:�=

�=
(---- +

/�(�"�,�,
(---- +;789=9:�=

�=
(---- ++

/�(�"$(1,
3---- ++

/�(�"�����	��	�	���������
��1,�����----

+

%��������������������1
�,�!"�
(---- +��


�����1,��#$%�#�&�$
(1,
3---- +

 �.�	*�������
�
������������������.��������	����
����������	���������2�

�������*���������	��	������������	���������������
�
�����1,.�����	�����,�,

(---- +�
�	
�
�����1,.�����	�������

(�,
+'���(�,

()++�

4



Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

� ��� � ��� � ��� � ���   � ��� 	 			 � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� (�/�+
#���������������������	���������
	������������	��	�	������������	
�)�����*������	�����	����2

• ��	�������%$'����	�������	������(�������/�"�8+�
	(---- +
�8�8(---- +;((�"�8+��(---- ++/�	�(---- +
.��	�
(---- +
�8(---- +;��(---- +������0������*	�����	/�8;(�"�8+/(�	��	+�**�	����

• ��	�������&�'���	�������	(---- +
�	��	�(---- +
�	/�(�3�+;�(�3�+/����	����

 ��������������	������
����������18.���	(---- +��
����������1�.���	(---- +?�

5

Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

%������������������	����(�������&�'
�	�������%$'+�	��������������*
����.������
•
����	���*��	��	�	������������,
(���*�*��	�	+

•
���������������(���*�*��	�	+

•
���������������0������*	����(---- +
��	.����������*�8

(---- +��*��(---- +�
#������������������������������������	�����������������2
#�����	�����������*������������
���������������,2����	.���������
*����0��.�,����������������8/��/
222/�:/

�;�2
 ��	�������������*�������	0��.�,

(---- +
�����������������(---- +2
�����.���
��������#$���,

(---- +��/��222��2

6



Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

%������������������$������$#���"�
���*���*���.���
�8����	���

����---- 88�----�8�222�----���8
�����

�������	��18
������	�������---- 8��----���222�----����

�����
�������	��1�
2222222222222222222222222222�:�
���	�������---- 8:�----�:�222�----���:

�����
�������	��1:
�����������*��������*�����������
*����������,

(---- +�������������	$��- --- 2
%����������.��	�������������������
�����0������*	������

�(---- +/��8(---- +;
���(---- +2

����������������	����������*��
�����������(---- +��������������%$'�	
�������&�'	���2

7

Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

%��	��	���������.������������"
�������	*������������"��	����	����*��	����	��2
� ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���   � ��� � ��� � ��� � ���   � � �� � ��� 	 			 � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� 
 


 � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���

� ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ���   � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ���
��,
(---- +/�������������	���(�����"
��	����+�������$#(�������*�	��
����	�������������	��1,

+.����
��������---- 2
%����������������������������	"
��������	������1,��	���������	
������	���)�����*�������������
*��������---- ��
��,
(---- +/

	��������	� �����������(---- +
�	���	������������(---- +

.��	�����(---- +
��������������---- 2
%���������	����������������.����
������������������������������	�
����2

8



Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

� ��� � ���   � ��� � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ���
��,
(---- +/�,�

87
89=9��
#(---- "---- =,

+

.��	�#(---- +������������	����*������
��������.������*���� ��� 2
 


 - --- � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � ���
•
#(---- +����

(� ��� �� ���
+*������

•
#(---- +/�����	�*���������	�� ��	�
�	���������	�*��� ��� 2

•
#(---- +/�����	�*���������	���	����	
����	������	�*��� ��� 2
����������0������,

(---- +���*������
(���"��������������	�������

+
2

�������#(---- +���	�����������*���	�"
��������.������	����������	���������
#(---- +/���(�---- +��/*����������---- �.��	�
�(	 			 +����������	����*������������
�
�
(� ��� �� � ���
+�	�����	����	<	 			33�,

3?2
>�	

<	 			3		 				?�>2

9

Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

#����(	 			 +/��
����
��;<�1>���������(� ��� �� � ���+
*�������#(----

+�������
(� ��� ���
8� � ��
�
+*������

%����	��	����
•
�����	��������	���*�	���*���
�����������---- =,

��#(---- "---- =,
+

•
����������	�����,

(---- +2
%��������	����
•
�����	���	��*�����#(---- "---- =,

+

•
%������	�������������	�����
��������.����)�����������2
%��0��������������0�	���*������
������������*���	���������*��	����
�������	�����(���������+2���.�����
��������������*���������������2%��
������������������������*���	����*
���	�������*�����2

10



Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

�����	����(�/�+�)������.���#()
+/

��(�)+��(�
+����*�	*��	���*�������.����/�;���/�;�/�����;���;!2

%��*����*����������	���(����
�+

*��������*�	��������(����
�+*����	�

��	0�*�����)"�)��2
%����		�.�	���*������#()+��(������	
���	�+�������������������*�����*
���	�����	�������������**������2
������

��(---- +������	����0�������
�	������������*���������2

11

Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

� ��� � ���   � ��� � ��� � ��� � ���   � � �� � ��� 	 			 � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� 
 


 � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���

���������0��.(�	���������+����
�,
(---- +/�(---- �� ��� ,

+
��(---- �� ���
+�0��.�*������(���

�
�
(� ��� ,�� ��� ,
++.��������	����	�����	�� ��� 2

#����� ��� ,��������������� ��� ,�������*
�	���	������������*����	��1,����
���������,

(---- +��*(---- +/�8(---- +;��(---- +��
��,
(---- +/�(---- �

�� ��� ,
+��*�(---- +/�(---- ��� ���8+;�(---- �

�� ����+
�(---- �
�� ��� ,
+������������*������"���*������

��������2
%�����������	����.���������.���
�,
(---- +���

(� ��� ,�� ��� ,
+*������2

•
#������� ��� ,���	�� ���������������
����������	�����������----

•
#���� ��� ,������*����	������������
����� ��*	���������������---- 2

12



Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

� ��� � ���   � ��� � ��� � ��� � ��� � ���   � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���  
� ��� 	 			 � � �� � ��� � � �� � ��� � ���   � � �� � ��� � ��� � ��� � ��� � ���   � ��� � ��� � � ��


������---- ��1,����
(� ��� ,�� ��� ,
+
���

� ��� /��8����222�����88��8������222����8���
���
���

�(�'�+;���	�����	�2
&�������������� ��� ,���	�
•
�
� ��� ,/
� - --- ,��/��222��

#���������������� ���8/222/� ���:/
� ��� ����

����������� ��� ��
�� ��� /� ���������/

(�"�+�8789,9:
(�,"�
+� ��� ,/���

8
 



�


 


 ���'������		�	���	�)���/�"�2
#�����	���	����*� ��� ,��������������� ��� ,��

�� ��� ,/� ��� ,��/��222��2
%��	��	�����	�������������������� ��� ,/0,� ��� �0,��0��.����� .�������)���	�����2

13

Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

� ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� 
 


 � � �� � ��� � ��� 	 			 � ��� � ��� � ��� � ���   � ��� � ��� � ��� 	 			 � � �� � ��� � � �� � ��� � ���   � � �� � ��� � ��� � ���
� ��� � ���   � ��� � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� 	 			 � � �� � ��� � ��� � � �� � ��� � ��� � ���

%����
(� ��� ,�� ��� ,
+*��������	1,��

�,
(---- +/
�)�<"(---- "� ��� ,

+�� ��� ,�8(---- "� ��� ,+;�>
(�1+��<*��(� ��� ,+>8�

� ��� � ��� � ��� � ��� ��)�<222
>������	


�2

%������	������	��������*���������
����,
(---- +/�����8
"���(*��(� ��� ,

++;�

"(---- "� ��� ,
+�� ��� ,�8(---- "� ��� ,+;��

� ��*	��������������---- 2
����������	������8/"

(�;�+���(�1+
������������������	����,

(---- +��*
*��������������������	�������*��"
������2

14



Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

& �����	����������� ���8/� ����/222/� ���:/� ��� 2
%�������,

(---- +

/������"(---- "� ��� ,+�� ��� �8(---- "� ��� ,+;�
/������" (---- +"� ��� ,�� ��� �8� ��� ,;�'� ��� ,�� ��� �8----
/������" (---- +" � ���

, '� ��� ,�- ---

•
������/�����8"���(*��(� ��� ++;�

/"(�;�+���(�1+"���(*��(� ��� ++;�

•
 (---- +/---- �� ��� �8---- ;�����������	���1,

•
� ��� ,/� ��� �
8� ��� ,�
� ���
,/� ��� ,�� ��� �8� ��� ,;�/� ��� ,�� ��� ,;�

����������	���������* (---- +�������
�����	����������	���1,2
%����	���������*����*��1,��

"�,'� �
��
,�- --- /� ��� ,�(---- "� ��� ,;�+2

������������������	��������$�
�����������---- �

"�,'� �
��
,�- --- ��/��222��2

15

Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

� ��� � ��� � ��� � ���   � ��� 	 			 � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � ��� � ���8/� ����
#����/���*� ���8/� ����/� ���
���(---- +/����8(---- +"�����(---- +
/(� ���8�- --- "� ���8�� ��� �8� ���8;�+"(� �����- --- "� ������ ��� �8� ����;�+
/(� ���8�- --- "�8

+"(� �����- --- "��+
�������������" (---- +���������2
��	�

•
� ���8/� ��� �
8� ���8��*� �
���/� ��� �8� ����

•
�8/� ���8�� ��� �8� ���8;�/� ���8�� ���8;�
��/� ������ ��� �8� ����;�/� ������ ����;�
������� ��� 
� ��� �8(� ���8"� ����+/� ���8"� ����2%���
���(---- +/� ��� �(---- "(� ���8'� ����+;�+

/78969�
�6
<)6"
(�68'�6�+;�>

�����������$�����������---- 2(---- +���	���� �(---- "(� ���8'� ����+;�+��(---- +?��	���� �(---- "(� ���8'� ����+;�+?�

16



Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

���*	�����	�����*��(---- +/�8(---- +;��(---- +
��������������	��������������
��������������������������0

�
�

•
����������18.������(---- +/
� ��� �(---- "(� ���8'� ����+;�+�0�

•
����������1�.������(---- +?0�
0
�
������������	���������2
0
�
*����*����	��	�	�������������*

��������������	�����	�2
�������/� ��� �(� ���8'� ����+;�2%���������
	���������	�����

•
����������18.���� �

�� �- --- �08
�'0�
•
����������1�.���� ��� �- --- ?08

17

Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

	�������������������&�'	�����
����������18.����	��	�(---- +��
����������1�.����	��	�(---- +?�
.��	�
�	/�8;(�"�8+/�8;��
/(�	��	+�**�	����

�	/�(�3�+;�(�3�+/����	����
%�����
����������18.���(---- +��;(�	��	+
����������1�.���(---- +?�;(�	��	+
%��	���	��������&�'	�������
•
0
�
/���(�;(�	��	++/"���(�	+"���(�	+
/���(��;�8+'���<�(�

3�+;�(�3�+>

•
08/� �
�� �(� ���8'� ����+;�'
���(��;�8+'���<�(�

3�+;�(�3�+>

���������0
�
(��	���(---- ++��*08(��	� ��� �- --- +

�����������	��	�**���*���#���
��$������$��������	�����2

18



Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

� ��� �- --- /(� ���8"� ����+�� ��� �8---- ��������	������$�
������#��$����������2 �.��*�	���*
��*�	������������������ ���8/� ����/� ���
%����������
08/�'���

(��;�8+'���<�(�
3�+;�(�3�+>

�������������	���"������������	�"
������������� ��� �- --- ����	���18(� ��� �- --- �08+
�	����������� ��� �- --- ����	���1�(� ��� �- --- ?08+2
•
%����	�����	��	�����$����	/
�8;���$����1�(�������+
�	

•
�����	�����		�	�����$���
�(�3�+;�(�3�+���$��$��$���18
��������	�������	�����*� ��� �- --- ����
	�������	*�	��������182

19

Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005


���������.���� ����	��	���*������
�8/����*�(�

3�+/�(�3�+	0
�
/�

%����	�����*��	� ��� �- --- ��
08/�
� ��� �(� ���8'� ����+;��

����.�����.���� ��� �� ���8��*� ��� �� ����2%������
����������18

����*������
� ��� �- --- �� ��� �(� ���8'� ����+;�

20



Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

� ��� � ��� � � �� � ��� � ���   � � �� � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ���
� ��� /� ��� �8(� ���8"� ����+/(�8"��+;���������	
�/� ��� �(� ���8'� ����+;�/(�8"��+(�8'��+;(���+
� ��� �- --- "�/<(�8"��+;��>)"(�8"��+(�8'��+;(���+

/<(�8"��+;(���+><)"(�8'��+;�>
#����8����� ��� �- --- ���	��)�(�8'��+;�

%���	������.�
•
()+�������������(�8'��+;�

•
()+?������	������(�8'��+;�

21

Statistics 5401                                                   Lecture 35                                                November 30, 2005

� ��� � ��� � ��� � ��� 	 			 � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� 	 			 � ���   � � �� � ���   � ���   � ��� � ��� � ��� � ��� � � �� � � �� � � �� � ��� � � �� � ��� � ���

•
����������18.���
� ��� �- --- 
�(�8"��+;���)�(�8"��+(�8'��+;(���+
'���(��;�8+'���<�(�

3�+;�(�3�+>
#����8?���������
•
����������18.���
)?(�8'��+;�'(��;(�8"��++�<���(��;�8+'���<�(�

3�+;�(�3�+>>
���������.����(�3�+/�(�3�+/���*

�8/�2��2���*�2��2

22


