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% %%% & &&& ' ''' ( ((( ) ))) * * ** + +++ , ,,, - - -- . ... / /// ' ''' 0 000 . ... - - -- 1 111 - - -- 2 222 - - -- ' ''' * * ** 3 333 ' ''' . ... ' '''
Cmd> scores <- read("","scores") # read from fake_scores.txt
scores       100     7 format labels
) Artificial data representing scores of 100 college students on
) 7 standardized tests.
) Col. 1: x1 logical word problems Var 1 in set 1
) Col. 2: x2 pattern recognition Var 2 in set 1
) Col. 3: x3 graph interpretation skills Var 3 in set 1
) Col. 4: x4 high school algebra Var 1 in set 2
) Col. 5: x5 role playing aptitude Var 2 in set 2
) Col. 6: x6 decision making under stress Var 3 in set 2
) Col. 7: x7 ability to find disguised objects in pictures V4 ,2
Read from file "TP1:Stat5401:Data:fake_scores.txt"����	���	��������	������4���5��67"68��569"6:;

<�4���	� 4������67"6=
��&&&& >7?

��568"6:
��&&&& >@?;

Cmd> r <- cor(scores); print(format:"7.4f",r) # Corr matrix
r:

Cmd> p <- 3; q <- 4 # vars 1-3 in one set, 4-7 in the other

Cmd> N <- nrows(scores); fe <- N - 1 

Cmd> J1 <- run(p)  # selector variable for variables 1-3

Cmd> J2 <- run(p+1,p+q) # selector for variables 4-7
 ���

J1
��5

J2
��A�������	��	������A

B�����	����C������������	�����5��&&&& >7?

Dscores[,J1]�	
&&&& >@?Dscores[,J2];
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� ��� � ��� � ��� 1 111 + +++ 0 000 0 000 � ��� � ��� - - -- � ��� + +++ 3 333 . ... + +++ � ��� . ... � ��� � ��� 1 111 2 222 � ��� 0 000 0 000 + +++ * * ** ' ''' . ... - - -- � ��� � ���
2 222 � ��� + +++ 1 111 1 111 - - -- 2 222 - - -- + +++ � ��� . ... � ���

�	�����	���		��������	�����"����������
��

���D
B�	�
"��C	���	�"	��@�

Cmd> tstats <- sqrt(fe-1)*r[J1,J2]/sqrt(1 - r[J1,J2]^2)

Cmd> tstats
            x_4         x_5         x_6         x_7
x_1      12.555   -0.059804     0.98003     0.31315
x_2      18.492    -0.58258     0.59499    -0.28332
x_3      14.923    -0.34521     0.22844     -0.1062

Cmd> p*q # There are 12 correlations
(1)          12

Cmd> tcrit <- invstu(.025/(p*q),fe-1,upper:T)#Bonferronize

Cmd> tcrit # t-critical value Bonferronized by p*q = 12 
(1)      2.9341 Bonferroni critical value, alpha=.05

Cmd> p*q*twotailt(tstats,fe-1) # Bonf. Pvalues
(1,1)  4.8283e-21      11.429      3.9538       9.058
(2,1)  1.2039e-32      6.7381      6.6386      9.3304
(3,1)    6.82e-26      8.7681      9.8373      10.988���	�����	������5����� ���7@���� ;��	����	����	�����	������5���������777@���@77@���5�=77@�;
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� ��� + +++ � ��� 0 000 + +++ � ��� � ��� - - -- � ��� � ��� � ��� � ��� ' ''' � ��� + +++ 3 333 . ... + +++ � ��� . ... � ���
���������������	
<������@�7D� ���@7� ���77�

7D� ��� ����
�	
<������7�@D� ���7@� ���@@�

7D� ��� ����
�������������5�	5��� !"#$!# %�����	
��5�����������;
 ������������manova()�

������������
�������	����	��	��������&&&& >@?��&&&& >7?�����

• &�������5��������D�
• ' ''' D�
((((@7( (((77�7( (((7@��)���
D�"�
•
% %%% D�
((((@@�7�

�)���
D�"�( (((
@@�7*
((((
@@"
( (((
@7
( (((77�7( (((7@

•
<����������+D,�-D�

• .		�	�+D,�
D�
"�D�"�"�
Cmd> x1 <- scores[,J1]; x2 <- scores[,J2]

Cmd> makecols(x1,x1_1,x1_2,x1_3)#split up x1 into columns
Column 1 saved as vector x1_1
Column 2 saved as vector x1_2
Column 3 saved as vector x1_3

Cmd> manova("x2 = x1_1 + x1_2 + x1_3",silent:T)
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Cmd> list(SS)
SS              REAL   5     4     4     (labels) 5 by q by q

Cmd> TERMNAMES # names associated with each SS[j,,]
(1) "CONSTANT"
(2) "x1_1" 5 terms counting CONSTANT and
(3) "x1_2" ERROR1; 
(4) "x1_3" regression terms are 2, 3, 4
(5) "ERROR1"

Cmd> h2 <- matrix(sum(SS[run(2,4),,])); h2
           x_4        x_5        x_6        x_7
x_4     3205.9    -169.08     236.97    -66.032
x_5    -169.08     32.657     12.605     34.727
x_6     236.97     12.605     95.049     35.885
x_7    -66.032     34.727     35.885     43.652

h2
��	��	������' ''' �	��manova();

� ��� ' ''' 2 222 � ��� � ��� � ��� � ��� ' ''' � ��� � ��� . ... + +++ �
sum()
�������	��	��5����������

sum(SS[run(2,4),,])
��

SS[2,,]+SS[3,,]+
SS[4,,]D	��	���

���

�$���	�6;
Cmd> e2 <- matrix(SS[5,,]); e2 # E from manova()
           x_4        x_5        x_6        x_7
x_4     686.85     235.82     271.73     135.25
x_5     235.82     3831.9     3890.9     3705.3
x_6     271.73     3890.9     5677.7     3772.3
x_7     135.25     3705.3     3772.3     4490.9

Cmd> releigenvals(h2,e2)
(1)      4.9149    0.030929   0.0090215  1.2698e-15������	�	��������������������
	��	��������&&&& >@?��&&&& >7?;
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� ��� - - -- � ��� 3 333 ' ''' ' ''' � ��� 3 333 % %%%
1 111 0 000 � ��� ( ((( � ��� ' ''' 0 000 - - -- ' ''' � ��� 2 222 + +++ ( ((( ' ''' . ... 0 000 - - -- & &&& ( (((

Cmd> s <- tabs(scores,covar:T) # variance matrix

Cmd> setlabels(s,structure(getlabels(scores,2),\
getlabels(scores,2))) # make things pretty

Cmd> s11 <- s[J1,J1]

Cmd> s12 <- s[J1,J2]

Cmd> s22 <- s[J2,J2]

Cmd> h2a <- fe*s12' %*% (s11 %\% s12) # H from manova()

Cmd> s22dot1 <- s22 - s12' %*% (s11 %\% s12)

Cmd> e2a <- fe* s22dot1 # = E from manova()

Cmd> h2a # Same as H from manova()
           x_4        x_5        x_6        x_7
x_4     3205.9    -169.08     236.97    -66.032
x_5    -169.08     32.657     12.605     34.727
x_6     236.97     12.605     95.049     35.885
x_7    -66.032     34.727     35.885     43.652

Cmd> e2a # Same as E from manova()
           x_4        x_5        x_6        x_7
x_4     686.85     235.82     271.73     135.25
x_5     235.82     3831.9     3890.9     3705.3
x_6     271.73     3890.9     5677.7     3772.3
x_7     135.25     3705.3     3772.3     4490.9���������	������������������5�	�����
�	�������������( (((

Cmd> releigenvals(s12' %*% (s11 %\% s12), s22dot1)
(1)      4.9149    0.030929   0.0090215 -2.9477e-17������	�����������������( (((@7( (((77�7( (((7@
	���������( (((@@�7��

5�	����������
�������������' ''' 	���������%%%%
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�	����������;����������5��
•
�����		�����5B���C+"����������

•
�����		�����5B���)�C�"����������������	����	��	�����������������;

• &������6����	�������
•
<�����������	�������B��@C

•
#���������B���������5	����C

•
$��������	�������;

� ��� � ��� . ... + +++ � � �� +�	���������5��	������������"
������
�D���B,�-�5��������CD���B���C
�DB�,�-"5��������

�
"�C��

DB��"��"�C��
�DB,�
"5��������"�C��
DB�
"�"�"�C��DB�"�"�"�C��
������	�����% $!	�����5�
������
�4����������������5�4������
�������������5�;
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Cmd> fe2 <- fe - p; fh2 <- p 

Cmd> vector(fh2,fe2)
(1)          3         96

Cmd> fstats <- diag(h2/fh2)/diag(e2/fe2); fstats
(1)     149.36    0.27272    0.53571    0.31104

Cmd> q*cumF(fstats,fh2,fe2,upper:T) # Bonferronized P values
(1)  1.969e-35     3.3797     2.6357     3.2694�������4�����	������685����5�
��	�������&&&& >7?�������69;6��	6:;

Cmd> eigs2 <- releigen(h2,e2)

Cmd> eigs2$values # very dominant first dimension
(1)      4.9149    0.030929   0.0090215  1.2698e-15

Cmd> sd2 <- sqrt(diag(s22)) # residual standard deviations

Cmd> u2 <- eigs2$vectors[,-4]*sd2; u2/max(abs(u2))
           (1)        (2)        (3)
x_4          1   -0.10645  -0.037148
x_5   -0.21979         -1  -0.014591
x_6   0.036036    0.95776    0.28063
x_7    0.13381    0.27312         -1�75����������5�����	�����������
��	�����4�������������������68;
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Cmd> s <- min(vector(q,fh2)) # or min(p,q)

Cmd> m <- (abs(p-q)-1)/2; n <- (N-p-q-2)/2

Cmd> vector(s,m,n) # use these to get critical value from chart
(1)          3          0       45.5

Cmd> thetamax <- eigs2$values[1]/(1+eigs2$values[1]);thetamax
(1)    0.83093 Maximum value of theta = 1/(1+lambda)

Cmd> # This exceeds 0.186, the 1% point from the s = 3 chart

' ''' � ���
. ... + +++ * * ** * * ** - - -- � ��� � ��� � � �� � ��� . ... 0 000 ' ''' 2 222 + +++ . ... + +++ � ��� . ... ���

Cmd> cumtrace(sum(eigs2$values),fh2,fe2,q,upper:T)
(1) 1.8554e-86 Extremely small Pvalue� ��� - - -- * * ** � ��� � ��� � � �� * * ** - - -- � ��� + +++ * * ** - - -- / /// � ��� � ��� 3 333 0 000 ' ''' . ... - - -- � ��� � � �� . ... + +++ � ��� . ... ���B�	��C
Cmd> cumwilks(1/prod(1+eigs2$values),fh2,fe2,q)
(1) 1.5447e-30 Extremely small Pvalue����$"�������	��6�	����������������
���5�����	�
��������<�;
+"������������5	�������������������	�
�������4����������5�	��

•
,' ''' *((((@7( (((77�7( (((7@

•
,% %%% D( (((@@�7D

( (((
@@"
( (((
@7
( (((77�7( (((7@

Cmd> s22dot1 <- s22 - s12' %*% solve(s11) %*% s12

Cmd> releigenvals(s12' %*% solve(s11) %*% s12, s22dot1)
(1)     4.9149   0.030929  0.0090215 1.4957e-16

Cmd> thetas <- eigs2$values/(1 + eigs2$values); thetas
(1)    0.83093   0.030001  0.0089408 1.2698e-15

Cmd> releigenvals(s12' %*% solve(s11) %*% s12,s22)
(1)    0.83093   0.030001  0.0089408 6.5688e-18
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��45����	��	��������
x1
��

x2;
Cmd> makecols(x2,x2_1,x2_2,x2_3,x2_4)
Column 1 saved as vector x2_1
Column 2 saved as vector x2_2
Column 3 saved as vector x2_3
Column 4 saved as vector x2_4

Cmd> manova("x1=x2_1+x2_2+x2_3+x2_4",silent:T)

Cmd> h1 <- matrix(sum(SS[run(2,q+1),,]))

Cmd> e1 <- matrix(SS[6,,])

Cmd> fh1 <- q;fe1 <- N - 1 - fh1;vector(p, fh1,fe1)
(1)          3          4         95

Cmd> eigs1 <- releigen(h1,e1)

Cmd> eigs1$values # same non-zero eigenvalues as before
(1)      4.9149    0.030929   0.0090215

� ��� ' ''' 2 222 . ... �������"��	�	������������������
�	�����&&&& >7?��&&&& >@?	��	�������	����
�������	�����&&&& >@?��&&&& >7?	��	������;

Cmd> sd1 <- sqrt(diag(s11)) # standard deviations

Cmd> u1 <- eigs1$vectors * sd1; u1/max(abs(u1))
           (1)        (2)        (3)
x_1    0.18701   -0.57638    0.88276
x_2          1    -0.4284         -1
x_3    0.55634          1    0.22803�����	���5����	�����������	��������
�����	����	�����������������;

Cmd> fstats1 <- diag(h1/fh1)/diag(e1/fe1); fstats1
(1)     39.801     87.995     55.671

Cmd> p*cumF(fstats1,fh1,fe1,upper:T) # Bonferronized P-values
(1) 4.5776e-19 1.3022e-30 1.2866e-23��������	����+�����	�
���<�;
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� ��� � ��� ) ))) � ��� * * ** ' ''' . ... - - -- � ��� � ��� � ��� ' ''' � ��� � ��� � ��� - - -- 2 222 ' ''' * * ** � ��� � ��� 0 000 0 000 + +++ * * ** ' ''' . ... - - -- � ��� � ��� � ���
��������������������		���������
��5�	����5�����	����	�����		��������
���4������	��������&&&& >7?��5���	������
��&&&& >@?;���	��	�������4����	������;
�;+��5���4	������	�6����������
���	�6�����	�������		��������
���4���&&&& >7?��5&&&& >@?;
�;+��5�%# �$%��	����#$!%��B&&&& >7?C��5
�B&&&& >@?C��&&&& >7?��5&&&& >@?��������
�@��B&&&& >7?C��B&&&& >@?C�������	������������;
������4������4��4�	�4���**** - --- � ��� + +++ ' ''' 0 000
�����	����������4��	��

B&&&& >7?CD� ��� �& &&& >7?��5
�B&&&& >@?CD� ��� �& &&& >@?�	��!�%#$	���!�# !���;�	�5������������������		����������5�� ���
��5� ��� ���������@����� �& &&& >7?�� ��� �& &&& >@?�������	��
����������;
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� ��� - - -- � ��� 3 333 - - -- � ��� � ��� ' ''' � ��� ' ''' ) ))) ) ))) 0 000 � ��� & &&& - - -- ( ((( ' ''' . ... - - -- � ��� � ��� ' ''' ( ((( ' ''' . ... 0 000 - - -- & &&&� ��� � ��� ( ((( ( ((( ' ''' 0 000 - - -- � ��� - - -- � ��� � ��� 2 222 � ��� 0 000 0 000 + +++ * * ** ' ''' . ... - - -- � ��� � ��� � ��� ;
&�����4��	��	���������	����	������
��		�����������4����4���������	"
�������&&&&

>7?4������	��������5&&&& >@?4����
��	������;
��		���������	������������5�	����5
4�������5�	���55���;������������
�	���������5�������	���	�6����
���	�6������

,� ���7@D��		�,& &&& >7?�,& &&& >@?��
4��	�,& &&& >7?��5,& &&& >@?�	���� !� #�	#$	!
%	
��	�������&&&& >7?��5&&&& >@?�������

• .�,& &&& >7?�D� �������,& &&& >7?�D  �
• .�,& &&& >@?�D� �������,& &&& >@?�D  ������	�������	��������	����
���
�5���������	�6��	������������	����;
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� ��� � ��� . ... ' ''' . ... - - -- � ��� � ��� �
•

� ������������	����������	� ��� �;
#���� ��� ���������������"5����������"
���	�����	�6����������5�A����	�
	���A� ��� 7�@��� ��� ������4���;

•
� ��� 7�@��������	�6��������

B� ��� 7�@C�� ��� 7�@D� ���

•
� �����@�����	����5��	B� ��� 7�@C�

� �����@� ��� 7�@D� ���

•
� ��� �7�@DB� ��� 7�@C�7

•
� ��� ���@*B� ��� ��@C�7DB� ��� �7�@C��� ��� �7�@� ��� ���@D� ��� �7
#���� ��� 7�@������	�	�������	�

� �����@��
��4�	�	�������	��5B� ��� 7�@C�� ��� 7�@�����
��������5��������������� ��� ��5������
�������� ��� 7�@���������������������
cholesky();
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&����������	���������� ��� ��5&&&& ��� ���77� ���7@�� �& &&& >7?�
� ��� D� �

�&&&& D
��

�� ���@7� ���@@��
�& &&& >@?�

��
������

•
,& &&& >7?D� ���77�
��@B&&&& >7?"� ��� >7?C

•
,& &&& >@?D� ���@@�
��@B&&&& >@?"� ��� >@?C

������,& &&& >7?�D  ����,& &&& >@?�D  �������&&&& >7?��5
&&&& >@?�	����������5�	5���5;
�������,& &&& >7?��5,& &&& >@?����������	4���
�	����������
�,& &&& >7?�

•
,& &&& D��;�,& &&& >@?�
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����
�  �,� ���7@���,& &&& �D,� ��� D� �

�
,� ���7@D,� ���@7
�

�,� ���@7  ��

4��	�,� ���7@*����,& &&& >7?�,& &&& >@?�D� ���77�
��@� ���7@� ���@@�7�@;

���������,& &&& >7?�D  ����5��,& &&& >@?�D  ��,� ���7@D��		�,& &&& >7?�,& &&& >@?�;,� ���7@��������5������������������	"
����������������	�������������&&&& >7?
��5&&&& >@?;

	���B,� ���7@C����B���C
��������� ���7@D� ��� ��,� ���7@D� ��� ;
���4�����	���5���	��������		���"
�������4���&&&& >7?��5&&&& >@?����������
��
��,� ���7@�����5�	��������B���C���	�6,� ���7@>�?4�������������������������,� ���7@;
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���( ((( � ��� � ��� ��,� ���7@��,� ���7@D� ��� � ��� � ���
�

•
� ��� D�� ���7�;;;�� ����������;� ���

�� ��� D  �
� ����DB�����������	�����	��,� ���7@C
DB����������	��,� ���7@,� ���7@

�C

•
� ��� D5����	7
	@
;;;
	���
	�D�������	�������,� ���7@
D����	�	�����������������
��,� ���7@,� ���7@
��	��,� ���7@
�,� ���7@;

•
� ��� D�0 000 7�;;;�0000�������� � ���

�� ��� D  �
0 000�DB	�����������	�����	��,� ���7@C
DB����������	��,� ���7@

�,� ���7@C
�����������	�������	�6���������
,� ���7@>�?D� ���>�?� ��� >�?� ��� >�?D

�
7����	�� ��� �0 000�
�

•
� ���>�?D�� ���7�;;;�� ����������

•
� ��� >�?D�0 000 7�;;;�0000�������

•
� ��� >�?D5����	7�;;;�	��
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����������	������	7
	@
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Cmd> x1tilde <- (x1 - sum(x1)/N) %*% solve(cholesky(s11))

Cmd> x2tilde <- (x2 - sum(x2)/N) %*% solve(cholesky(s22))

Cmd> xtilde <- hconcat(x1tilde, x2tilde)

Cmd> list(xtilde)
xtilde          REAL   100   7

Cmd> rtilde <- tabs(xtilde,covar:T)

Cmd> print(rtilde,format:"7.4f")
MATRIX:

Cmd> rtilde12 <- rtilde[J1,J2]; rtilde12
(1,1)    0.78526  -0.019556   0.054711   0.079215
(2,1)    0.41898   -0.09892  0.0054408  -0.024196
(3,1)    0.17715 -0.0054845   -0.16123  -0.015524

�������		�������5��	��	��,� ���7@����
���	�6����		�����������4������
���������5�	5���5�����	�,& &&& >7?��5,& &&& >@?;
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���	�6����������, �� ���7@D,

�� ���7@�	�
Cmd> svdall <- svd(rtilde12,all:T) # complete SVD

Cmd> J <- 1 # selector for rank 1 approximation

Cmd> leftvecs <- svdall$leftvectors[,J];

Cmd> rightvecs <- svdall$rightvectors[,J]

Cmd> svals <- dmat(svdall$values[J])

Cmd> leftvecs %*% svals %*% rightvecs'# rank 1 approximation
(1,1)    0.78549  -0.055253   0.016781   0.047095
(2,1)    0.42081  -0.029601  0.0089902   0.025231
(3,1)    0.17162  -0.012072  0.0036664    0.01029

Cmd> J <- run(2) # selector for rank 2 approximation

Cmd> leftvecs <- svdall$leftvectors[,J]

Cmd> rightvecs <- svdall$rightvectors[,J]

Cmd> svals <- dmat(svdall$values[J])

Cmd> leftvecs %*% svals %*% rightvecs'
(1,1)     0.78411   -0.052391    0.061766    0.057415
(2,1)     0.42137   -0.030758  -0.0092031    0.021057
(3,1)     0.17656   -0.022332    -0.15762   -0.026709

<�	� ���5���������������A�	���A; 
���

J
�������5����������������	

��������5�����	��������5�� ����5
�������������������6�	���������	
����	������5	�������	�6��������;
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Cmd> z1 <- x1tilde %*% svdall$leftvectors[,-4]

Cmd> z2 <- x2tilde %*% svdall$rightvectors[,-4]

Cmd> list(z1,z2) # matrices of canonical variables
z1              REAL   100   3    
z2              REAL   100   3   

Cmd> print(cor(z1,z2),format:"8.5f")
MATRIX:

#������	�����4����	���4�����
�����������	������5�	������	��&&&& >7?��5
&&&& >@?;
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