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8 888 9 999 : : :: ; ;;; < <<< : : :: = === > >>> ? ? ?? < <<< @ @@@ A AAA = === @ @@@ ; ;;; B BBB ; ;;; C CCC D DDD �	���������
�����	������������EF GHHHH FIJJJJ KLMNONP�OFQO����	������QM�RRR�QPRS�������	�HHHH FKT�MF�RRR��PFUI��VWV�����������������	���������������	�����	���	����RS��	��	���������X�X�������������
�	�����������������R
•
*	������������������	������	���#���������HHHH FIJJJJ ����	������X�������������	 �����	���������W���������#�	�����������������������OFY
ZHHHH FZ[KHHHH FIHHHH FKLO�OF[K�\��	����E�']HHHH FIHHHH K̂LO�OF�ÔK��W_̀\�	��� ����]

•
*	������������������	������	���#����������	��X�������������	�Q#�������	������	����'������	�Qaaaa
���� �������b��	���	���	���R
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X��R
�������X�����	����X�	����������#
���������������	���	������������cde��	������EM�E[�RRR�Ef������	��	�����'��QM�Q[�RRR�QP���'X��������������������������g����	��������	������g
�������������'���R
•
S����	�������Q���E��������	����
�b�����g����	��������	������gX����� ���	��������R

•
S��'������	�Q���	�Q���������#�	�����b�����g����	��������	������g
X�������� �����	�Q�������X���
������		�	�R!�����������	�����hiijklmnhomcp��
���'������	�Qaaaa ��������!����̀�����������	�����X���	�����������������
�	�����������'R
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aaaa ��������������������	qJJJJ KLrJJJJ r��R
!����̀�����������������������	�Q

sqJJJJ It
uuuuvqJJJJ IKwqJJJJ IwwRRRwxqJJJJ Iy

�����g�Q������g�	�	�'����aaaa X��������
�����X�� �����Yz���������{aaaa Gaaaa #uuuuvqJJJJ I�	����������������	�����������������aaaa R
*	������������������	���������'�	���'
�	����	�����X����������������#
�	�Q�����{aaaa 	����	����aaaa R���''�� uuuu |qJJJJ I�������	�Q�������{}aaaa ��{aaaa ����������� �������	�Q�������}aaaa ��	aaaa Y

}aaaa K{}aaaa ~uuuuvqJJJJ IR
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Statistics 5401                                                   Lecture 24                                                  November 2, 2005S�����	�Q��	���'������aaaa �	��qqJJJJ ���s\JJJJ M#qJJJJ ]Itw\JJJJ[#qJJJJ ]Iw{aaaa Kaaaa #uuuuvqJJJJ IKw\JJJJ�#qJJJJ ]Iw�����wRRRRRwx\JJJJv#qJJJJ ]Iy)��������������	��̀\{aaaa ]K�RS��������������X������'����	��������	��� ��� \̂���]��'HHHH \̂���]
������{aaaa �����������k�odjijk���o�
���� Ĥ HHH Î��� ��� �̂�'HHHH Ŷ

{a aaa KLMN̂NP� ��� Ĥ HHH Î
S�����������	�X�\�����]��'������
�\��	������]��{aaaa ��
{QrOGQrO#qQOKLMN̂NP�r̂�ÔKLMN̂NP�Ô�r̂
S��	��	����������������	����������
�������	�	���� 
̂��'	H HHH 
̂R
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•
z�������� ��� �̂����X�hjmh�
dX���
��������	���������������

•
z�������Ô��������������	HHHH �̂���kd��m�mdco��� ��� �̂���	��	������������	������{aaaa O��{aaaa R

��������������{aaaa O�����������{aaaa �{aaaa OKLMN̂NP�Ô� ��� R̂
zQ������	���	����� ������������	�\����	����]��������̀����������̀����������	� 	��������{aaaa O��� ���M�RRR�� ���PR
)���	��̀\{aaaa ]K��X����V�������I�dlh�o
�	��	�'���{aaaa ��LMN̂Nf� ��� Ĥ HHH Î��������������������� ��� ��'���
�����������{aaaa #LMN̂Nf� ��� Ĥ HHH ÎR
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�	�'����Y
{aaaa {KLMN̂Nf� ��� Ĥ HHH Î�	{aaaa OKLMN̂Nf�Ô� ��� �̂�K��RRR�����������������������������{aaaa #LMN̂Nf� ��� Ĥ HHH Î�	������R
S���X���'���jd���d�jhc�hiijkl�mnhomkc\�������������	��̀����	�Q#�������]��{aaaa �������
	��̀\LMNrNf� ���rHHHH rI]K�V�

(�X'�������'����� ���rI���'HHHH rI��
S��������	����������V����X'�������'
• ��	������� ��� �̂̀K��RRR��
•
����������������	�HHHH �̂̀K��RRR��
��������{aaaa #LMN̂Nf� ��� Ĥ HHH Î��������
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{aaaa �M�K� ��� H HHH IKT�M� ��� �[� ��� RRR�P� ��� U{K{aaaa \	��̀�]����������'�����	�

•
	�r
��K��RRR��

•
	�O
��K��RRR�������{QrO�M�#�r�O�������R
���I�'	�����{ ��'W������aaaa ������X���X��	�'��� '������'����'��
X�	̀�� X�������	�QX���������������� �������������������R!�������X� ��� �����X��	��������������̀����'�� ����	�'����	��	������ ��� ���������	� 	�������\X����������	����]
��������������aaaa ��� ��� ��� ��'���R����	�������X�����������	� 	������
���������X��	�����	�pm�dc�
�	�'����	��	������ ��� ��'���̀�����'
������������R(�	�������'�����'�����	�'����	��'������������R
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X���'����X���'�������'� ��� ��'HHHH ��
����� ��� H HHH I���������aaaa �����
dh�o
���hjd��	���	���RS���������'� ��� ��'HHHH ������������E�LMNrNvLMNONP\QrO#�r�O][KZaaaa #� ��� H HHH IZ[S���I�X���X�I	� ��� ��'�R
� ��� 3 333 6 666 1 111 6 666 - - -- 3 333 . ... Y)���� ��� KT�rFU������	�Q
Z� ���Z[KLrLF�rF[K�	���\� ��� I� ��� ]

S��� ��� : : :: ; ;;; � ��� � ��� ? ? ?? > >>> 9 999 � ��� > >>> ? ? ?? � ��� B BBB � ��� B BBB < <<< @ @@@ A AAA = === @ @@@ D DDD : : :: C CCC : : :: @ @@@ ; ;;;\
��]��aaaa �����̀�������'�� � ��� ��'HHHH��������E�Zaaaa #� ��� H HHH IZ[RS��
����aaaa ���������������	��	�#�����������aaaa X������������������
�����Q��R
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� ��� 	 			 5 555 
 


 - - -- . ... � ��� � ��� 2 2 22 1 111 , ,,, 
 


 1 111 2 2 22 � ��� 5 555 � ��� 5 555 / /// 3 333 4 444 0 000 3 333 7 777 - - -- 6 666 - - -- 3 333 . ...
&�	hc�������	�Qaaaa X����������	��	���X�����	�����	����� ��� �� ��� ��'� �����������aaaa K� ��� � ��� � ��� IX��	�
•
� ��� KT� ���M�� ���[�RRR�� ���PU�����X���� ��� I� ��� K� � ��PRS����������������� ���M�RRR�� ���P��� ��� �	�kjo�kckjnh
Y

� ���FI� ���FK��� ���FI� ��� K̂��W_̀� ��� 3 333 6 666 5 555 Y)�����������'��������������� ��� �MK� ��� I������� ��� ������b��	�R
•
� ��� KT,,,,M�,,,,[�RRR�,,,,PU��������hjdX���� ��� I� ��� K� � ��P������������������,,,,M�RRR�,,,,P��� ��� �	�kjo�kckjnh
Y,,,, FI,,,, FK��,,,, FI,,,, K̂��W_̀
����� ��� �������������������� ��� �MK� ��� I��'� ��� � ��� IK� � ��PR� ��� �����	��� �������	�QR

•
� ��� K'�� T�M�RRR��PU������mhpkch
X����M��[�RRR��P��
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 3 333 / /// 1 111 � ��� � ��� 2 2 22 1 111 , ,,, � ���
a aaa K� ��� � ��� � ��� I������mcp�
hj�h
�d�d�kn�ik�momkc\
��]��aaaa� ��� 1 111 / /// 6 666 7 777
• 
a aaa K� ��� � ��� � ��� IKLMN̂NP�̂� ��� ,̂ ,,, ÎKLMN̂NP\�̂� ��� ]̂,,,, Î�������ik�odjijk���o����̂� ��� �̂�',,,,^

• 
S���rI��	����b��

• 
)����r_�F����W_��� ���r��',,,, r�	����b��\�Q������	����������������
������#�Y\#� ���r]\#,,,, r]IK� ���r,,,, rI]
S���������a aaa K� ��� � ��� � ��� I��aaaa �������#���������b��R
•
S�����������	�� ���F�WK��RRR���	����???? B BBB � ��� C CCC D DDD : : :: ; ;;; � ��� � ��� ? ? ?? > >>> 9 999 � ��� B BBB < <<< C CCC @ @@@ 9 999 D DDD ��aaaa R

• 
S�����������	�,,,, F�WK��RRR���	����9999 : : :: � ��� � ��� C CCC D DDD : : :: ; ;;; � ��� � ��� ? ? ?? > >>> 9 999 � ��� B BBB < <<< C CCC @ @@@ 9 999 D DDD ��aaaa R

• 
S��������	��M��[�RRR��P���	����DDDD : : :: ; ;;; � ��� � ��� ? ? ?? > >>> 9 999 � ��� > >>> ? ? ?? � ��� B BBB D DDD ��aaaa R

11

Statistics 5401                                                   Lecture 24                                                  November 2, 2005)������	��	������V���� ���	������
�r_�����������MKRRRK�PK��aaaa KLMN̂N�\�̂� ��� ]̂,,,, Î
���������������	�	�'����R
� ��� 1 111 / /// 6 666 Y
• ���̀\aaaa ]K�K�����	�����#E�	���� ���	������R)����V��������MK���[KRRRK�PK�RS��
����������������X������	�#�������'���	����������̀\aaaa ]Y
•
�������� ��� �	��aaaa

•
�������X����'�� �������������	�
���#E�	��Q������		���'�� �		�	RS��������'�����̀\aaaa ]R
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� ��� 3 333 4 444 0 000 � ��� 6 666 - - -- . ... � ��� 6 666 	 			 5 555 
 


 
 


 � ��� - - -- . ... � ��� 1 111 / /// � ��� . ... 3 333 H HHH 1 111 � � ��
svd()


������
x
���

REAL
���	�QRS���

svd(x)
����������������	T�M�RRR��PUI����� ���	��������

x
\'�� \� ���]�cko� ���]

svd(x,left:T)
�����������	����	�X����X�����������Y

• values������	����� ���	������
• leftvectors

���	�Q� ��� X�����������
�	�� ���M�RRR�� ���P����
d�o��� ���	�����	�

svd(x,right:T)
�����������	����	�

X����X�����������Y
• values������	����� ���	������
• rightvectors

���	�Q� ��� X�����������
�	�,,,,M�RRR�,,,,P�jmp�o��� ���	�����	�

svd(x,right:T,left:T)
�	

svd(x,all:T)���������$�����������	����	�Y
• valuesY��� ���	������
• leftvectorsY
d�o��� ���	�����	�
• rightvectorsYjmp�o��� ���	�����	�
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� ��� J JJJ 1 111 4 444 0 000 2 2 22 5 555
Cmd> x <- run(10)^run(0,3)' # powers of run(10)

Cmd> setlabels(x,\
structure("@",vector("i^0","i^1","i^2","i^3")))

Cmd> x # 10 ny 4 matrix
             i^0         i^1         i^2         i^3
(1)            1           1           1           1
(2)            1           2           4           8
(3)            1           3           9          27
(4)            1           4          16          64
(5)            1           5          25         125
(6)            1           6          36         216
(7)            1           7          49         343
(8)            1           8          64         512
(9)            1           9          81         729
(10)           1          10         100        1000

Cmd> vals <- svd(x); vals #just Sing values
(1)      1415.4       27.14      2.2961     0.41587a aaa ���	��̀��������������X������������ ���	������	������������������������� 	��̀$��	������������	��̀�R
Cmd> results <- svd(x,left:T,right:T)# or all:T

Cmd> compnames(results)
(1) "values" Structure
(2) "leftvectors" component
(3) "rightvectors" names

• values
�#�����	�\�M��[�RRR��P]

• leftvectors
����� ��� KT� ���MRRR� ���PU

• rightvectors
�����b��	�� ��� KT,,,,MRRR,,,,PU
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�����������	������'�� �������	�Q� ��������
����
Cmd> tmatrix <- dmat(results$values); tmatrix#Diagonal matrix T
(1,1)      1415.4           0           0           0
(2,1)           0       27.14           0           0
(3,1)           0           0      2.2961           0
(4,1)           0           0           0     0.41587(�	��	�����	��������̀��������	� ��
��'������� ���	�����	��	��	�����	���\� ��� I� ��� K� � ��P��'� ��� I� ��� K� � ��P]Y

Cmd> R <- results$rightvectors # right singular vectors

Cmd> list(R) # size is p by p
R               REAL   4     4     (labels)

Cmd> R' %*% R # = I_4
            (1)         (2)         (3)         (4)
(1)           1  4.0533e-17 -6.9218e-17  4.9043e-17
(2)  4.0533e-17           1  6.2095e-17  4.8526e-17
(3) -6.9218e-17  6.2095e-17           1 -1.4827e-16
(4)  4.9043e-17  4.8526e-17 -1.4827e-16          1S������ � ���R
Cmd> L <- results$leftvectors # left singular vectors

Cmd> list(L) # size is N by p
L               REAL   10    4     (labels)

Cmd> L' %*% L # = I_4
            (1)         (2)         (3)         (4)
(1)           1 -6.9389e-18 -1.1102e-16 -2.3592e-16
(2) -6.9389e-18           1  1.6653e-16  3.8858e-16
(3) -1.1102e-16  1.6653e-16           1 -4.4409e-16
(4) -2.3592e-16  3.8858e-16 -4.4409e-16           1S���������� � ���R
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� ��� 5 555 2 2 22 1 111 6 666 - - -- 3 333 . ... 7 777 	 			 - - -- 0 000 � ��� - - -- 6 666 	 			 � ��� - - -- � ��� 5 555 . ... H HHH 1 111 2 2 22 � ��� 5 555 7 777 1 111 . ... � ���
� ��� - - -- � ��� 5 555 . ... H HHH 5 555 / /// 6 666 3 333 , ,,, 7 777

•
z���	� ����� ���	�����	,,,, F������ �������	��aaaa Iaaaa X����� ��������F[R
S������,,,, F���������aaaa Iaaaa , ,,, FK�F[,,,, FR
����̀Yaaaa Iaaaa , ,,, FK� ��� � ��� � ��� I� ��� � ��� � ��� I,,,, FK�F[,,,, F��������� ��� I� ��� K� � ��P��'� ��� I� ��� K� � ��PR

Cmd> sqrt(eigenvals(x' %*% x)) # numerical check
(1)      1415.4       27.14      2.2961     0.41587a aaa Iaaaa �����������	�Q��������
�b��	��\

]��'�������	�'����\
*]
������k
�nc���aaaa R
��'���	�������X�������������{aaaa I{aaaa�����������������b��	��Lr\QrO#qQO][��'�	�'����Lr\QrO#qQO]\Qr̂#qQ̂]R��������	���
 


	K\��\�#�]]{aaaa I{aaaa R
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•
z���������� ���	�����	� ���F������ �������	������������	�Qaaaa a aaa I
X����� ��������F[R
S������� ���F���������aaaa a aaa I� ���FK�F[� ���FR
����̀Yaaaa a aaa I� ���FK� ��� � ��� � ��� �� ��� � ��� � ��� I� ���FK�F[� ���F������ ��� I� ��� K� � ��P��'� ��� I� ��� K� � ��PR

Cmd> sqrt(round(eigenvals(x %*% x'),9)) # numerical check
(1)      1415.4       27.14      2.2961     0.41587           0
(6)           0           0           0           0           0S��	��	��#�K"E�	��� ��������Raaaa a aaa I�����������	�Q��

��'
*�����jke���aaaa R
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 � ��� 4 444 4 444 1 111 , ,,, � ���
!�HHHH M�HHHH[�RRR�HHHH P�	��� �������	���aaaa IaaaaX����� ���������M��[��P������
•
���W���mcp�
hj�h
�d��
�FK��F

•
���W��jmp�o�mcp�
hj�d�okj��
,,,, FKHHHH F\����'��#HHHH F]�WK��RRR��
!�� ���M�� ���[�RRR�� ���v\�������]�	��� �������	���aaaa a aaa IX����� ��������
�M��[��P�RRR��v����
•
���W���mcp�
hj�h
�d��
�FK��F�WK��RRR��

•
���W��
d�o�mcp�
hj�d�okj��
� ���FK� ���F\����'��#� ���F]�WK��RRR��

•
S��	������� �� ���������P�M�RRR��v�	��

•
S��	������� �� �������	�
� ���P�M�RRR�� ���v�	��		�������
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���������aaaa X����������������	�����
	� ����� ���	�����	�,,,, F�WK��RRR�Y
� ���FG� ���FKaaaa , ,,, FK� ��� � ��� � ��� I,,,, FK�F� ���F�WK��RRR��
� ���FKaaaa , ,,, FKLMN̂NP	̂Faaaa �̂�������	���#����������������������aaaa R
S��������������\X�� ���]�	����
����������
,,,, FKW��	� ����� ���	�����	��aaaaKW���� �������	��aaaa Iaaaa R
�������� ��� I� ��� K� � ��P�� ��� I,,,, FKT��RRR�RRR�UI��'��
� ���FK� ��� � ��� � ��� I,,,, FK�F� ���F���	���	���������������� ���	�����	
��aaaa R
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� ��� 1 111 / /// � ��� 6 666 3 333 2 2 22 3 333 � ��� , ,,, 1 111 . ... � ��� 1 111 0 000 0 000 , ,,, 3 333 J JJJ - - -- 4 444 1 111 6 666 - - -- 3 333 . ... 7 777
� ��� R)����K��X������� ��� ��'���HHHH������E�\��̀���������]���g	���'���

g
Zaaaa #� ��� H HHH IZ[KLMNrNvLMNONP\QrO#�r�O][�

� ��� R� ��� K� ���MK�M� ���M��'HHHH K,,,,M
S�����
}aaaa �M�G� ���M,,,,MIK�M� ���M,,,,MIKaaaa , ,,,M,,,,MI���������	��̀����	�Q���������aaaa�����������b��	�������RS��� ���	���E����	��̀���Y
}aaaa �f�KLMNFNf� ���F,,,, FIKLMNFNf�F� ���F,,,, FIKaaaa \LMNFNf,,,, F,,,, F�]���������	��̀����	�Q���������aaaa ��
���������b��	�������R
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•
S��g	���'���������b��	��g��
Zaaaa #}aaaa �f�Z[KLMNrNvLMNONP\QrO#}QrO�f�][KLf�MN̂NP�̂[KLf�MN̂NP�̂
K������������b��	�'��������
�#���� ���	��������aaaa
K�����������������#��� ��#��������aaaa Iaaaa R

•
S��g�����������b��	��g��
Zaaaa Z[KLOLrQrO[KLMN̂NP�̂[KLMN̂NP�̂K�	aaaa Iaaaa
S��	���	��X������	����Zaaaa #}aaaa �f�Z[LMNrNvLMNONP\QrO#}QrO�f�][Lf�MN̂NP�̂[K KZaaaa Z[LMNrNvLMNONPQrO[LMN̂NP�̂[��������������	�Q����������	���� ��'RS���	����������� �����



���r�����

�����K�#�[��	� 	������R
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������aaaa O��aaaa �����	�Q�����'��
}aaaa O�f�KLMN̂Nf� ��� 	̂ÔKLMN̂Nf	Ô� ��� �̂
������	�������������� ���M�� ���[�RRR�� ���fR

�������� ��� Î������������	������	
��������������������������aaaa \� ��� K̂
aaaa , ,,, ]̂����	�������������}aaaa �f�Y
}aaaa O�f�KLMN̂Nf	Ôaaaa , ,,, ^KLMNONf\LMN̂Nf	Ô	F̂]aaaa F
LMN̂Nf	Ô	F̂�����	����������b��	��\WK�]�	������	�'����\W_�]��	�X�
��� ��� R
����� ��� � ��� IK� � ��P�LMN̂Nf	Ô[K�#Lf�MN̂NP	Ô[LMN̂Nf	Ô	F̂K#Lf�MN̂NP	Ô	F̂
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