
����������	
���������
��������

�����	���

������	������


��	�������	������ �!���	����	

"��#"�
#�����kb@umn.edu$%�&�	'(���
�����)��*���

http://www.stat.umn.edu/~kb/classes/5401

© 2005 by Christopher Bingham

Statistics 5401                                                   Lecture 19                                                 October 19, 2005+��������� ����,�	���������	����#�������	�'�	�,�'�	� '����	���-������� ��	���.... ��'//// 0+��	������	��� ��	�����������������	�����'��////12.... 0
����������,���������-�����	 3
•4�5���(6-���////12.... ��7�����	��7�� ��	�'��8�9��:;<<<<=��	�>��,�������
•4�5���(63-������7 ����,�	����&78�:��9;////12.... �������	���� ��	�'��<<<<=.... ? ??? @ @@@ ? ??? A A AA B BBB C CCC D DDD @ @@@ E EEE F FFF G G GG ? ??? H HHH I I II
/ ///12.... ������� ��	�J0)����� ��	
�	�� ��	� ����	���-��	������K

•
'��8////12.... ;��LLLL E EEE M MMM ��������� ��	
�������
'��8////12.... ;N'��8////12;'��8.... ;N'��8.... ;�'��8//// ;
���-����9O��'��8.... ;N�� �P���'��8////12.... ;N���������QRS�������0

2

Statistics 5401                                                   Lecture 19                                                 October 19, 2005)����	���������	� ����	���� ����'�	� ���TUVTQWXYZT[��.... 	�����,���//// ����������\TYXSUWTTUVTQWXYZT[]
��������'�����	����	���� ������J���������0
^^̂^ EEEE _ ___ C CCC F FFF ` `̀` G G GG C CCC @ @@@ a aaa
b��	�����,������,�������.... 	�����,���//// �	�����	'���	������,�������////12....cd2ecdfe000ecd= e�g��������	�����,������,��������J�	�����'�� ������,�	������'�	'����������������	 ����,�	���������	����������0
b��	�����,������,����	�c``̀`2�c``̀`f�000�c``̀`=��.... 	�����,���//// �	�����	'���	������#,����	���////12.... 0b����������
////12.... c` `̀` hNcdhc``̀`h

b������'�	'��	 ���i������-����!��-������� ����c``̀`hj//// c` `̀` hN�0

3

Statistics 5401                                                   Lecture 19                                                 October 19, 2005b�����	���� ����	�����X\T�������3
•
. ... E EEE M MMM ? ??? G G GG G G GG k k kk L LLL l lll A A AA B BBB l lll ? ??? L LLL ? ??? @ @@@ C CCC G G GG k k kk m mmm ? ??? n nnn o ooo p ppp 8�	���
����;����'���	////12.... Nqrcdr

• s sss E EEE a aaa A A AA B BBB H HHH C CCC t ttt k k kk H HHH ` `̀` H HHH @ @@@ E EEE E EEE M MMM M MMM ? ??? B BBB M MMM ����'��cduvwNcd20
• x xxx k k kk y yyy ? ??? G G GG k k kk z zzz E EEE E EEE n nnn @ @@@ C CCC M MMM k k kk E EEE M MMM ? ??? B BBB M MMM 8)��P�j�	4��j�����;����'��
��'��8<<<<={////12.... ;N��|r8�{cdr;�	���8'��8<<<<={////12.... ;;Nqr���8�{cdr;

• } }}} k k kk G G GG G G GG C CCC k k kk A A AA B BBB M MMM @ @@@ C CCC _ ___ ? ??? M MMM ? ??? B BBB M MMM ����'���	88.... {//// ;12.... ;N�	8<<<< {////12.... ;12////12.... Nqrcdr�8�{cdr;)����N�����	����������cd�������	������������cd2N

9�

:N8�9��:;&0!���	������	cd2�8�{cd2;N

9�8

9{

:;0)����e���'�9e������	����'����	���0

4



Statistics 5401                                                   Lecture 19                                                 October 19, 2005. ... E EEE M MMM ? ??? G G GG G G GG k k kk L LLL l lll jBBBB l lll ? ??? L LLL ? ??? @ @@@ C CCC G G GG k k kk m mmm ? ??? n nnn o ooo p ppp
b6fN�:qrcdrN�:�	8////12.... ;N�	8� ���12.... ;-��	�� ���N8���:;//// Nc� ���0)���(6���	�������	���� �����b6f�����	�J� �������f�-��	��N�9�0�N�9������������� ��	��[�XYX\��	� ���	�8�	�����	�� �����������
[�XYX\��	� ���	�;��'�	����0b��	�
�	��9��	�������'� �������0
•
�#-���+���+-�����	�����9N�#���N8�#�;�

•
b�������-�#-������	���������+���+�-����9N8�#�;8�#�;��N8�#�;8�#�;�-��	����'��	������ ��	�����,���������-������	�0

•
b������� ���2N� ���fN���9N���'�N��0

5

Statistics 5401                                                   Lecture 19                                                 October 19, 2005g������ ��������f�����	�������:�� f	�:#�#��������������	 ������������
bN8�:#�#�;�	8////12.... ;N8�#8�{�;��:;b6f0������������#8�{�;��:
����:
����-�����	���������:����� f �P��������'����	����0
&�	���J� ���!�	����'�� ��	��������'���-����N��	������'�N�,�	#������0g�����'�-����'���'����	� 
www.stat.umn.edu/~kb/classes/5401/datafiles.html

Cmd> data <- read("manovadata.txt","data")
data          50     5 LABELS
) Artificial one-way MANOVA data with p = 4 variables and 
) g = 4 groups
) n_1 = 3, n_2 = 11, n_3 = 16, n_4 = 10
) Col. 1: Factor group with levels 1, 2, 3, 4
) Col. 2: Response Y1
) Col. 3: Response Y2
) Col. 4: Response Y3
) Col. 5: Response Y4
Read from file "TP1:Stat5401:Stat5401F05:Data:manovadata.txt"

Cmd> addmacrofile("") # get new version of mulvar.mac

Cmd> group <- factor(data[,1])

Cmd> Y <- data[,-1] # 50 by 4 matrix of response variables

Cmd> p <- ncols(Y) # number of dimensions
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Cmd> manova("Y=group")
Model used is Y=group
WARNING: summaries are sequential
                 SS and SP Matrices
                DF
CONSTANT         1
            Y1          Y2          Y3          Y4
Y1       48157       47709       47960       47828
Y2       47709       47265       47514       47383
Y3       47960       47514       47765       47633
Y4       47828       47383       47633       47501
group            3
            Y1          Y2          Y3          Y4
Y1      4.9987      5.3629      5.6136      3.7318
Y2      5.3629      7.2951      9.5705       7.042 = H
Y3      5.6136      9.5705      15.473      12.081
Y4      3.7318       7.042      12.081       9.578
ERROR1          46
            Y1          Y2          Y3          Y4
Y1      42.715      6.0666      1.1321      -8.952
Y2      6.0666      42.181     -5.4086      7.4368 = E
Y3      1.1321     -5.4086      51.907      2.5298
Y4      -8.952      7.4368      2.5298      44.303�J�	���.... ��'//// ��'�� �������,�	����&#���������������	�����		���i�'*#,�������'////12.... 0
Cmd> h <- matrix(SS[2,,]); fh <- DF[2]

Cmd> e <- matrix(SS[3,,]); fe <- DF[3]

Cmd> fstats <- (fe/fh)*diag(h)/diag(e); fstats
(1)      1.7944      2.6519      4.5706       3.315

Cmd> p*cumF(fstats,fh,fe,upper:T) # Bonferronized P-values
(1)     0.64589     0.23903    0.027837     0.11202�*#,����O0�
��	�5���(6��

��,��
Cmd> e_inv_h <- solve(e,h); e_inv_h # E^(-1)H
            Y1          Y2          Y3          Y4
Y1     0.11565     0.13005     0.14767     0.10174
Y2     0.11045      0.1524     0.20021     0.14761
Y3     0.11311     0.19017     0.30346     0.23624
Y4    0.082606     0.14879      0.2516     0.19848
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��-���'�����,�����0�������-��3
Cmd> eigvals <- eigenvals(e_inv_h) # doesn't work
ERROR: 1st argument to eigenvals() must be symmetric REAL matrixg���XQ�S���

eigen()
�	

eigenvals()���������-�	P����-�����  ��	�� ��	������'////12.... �������  ��	��0���
releigen()
��'

releigenvals()
������'0

Cmd> eigs <- releigen(h,e);  eigs
component: values eigs$values or eigs[1]
(1)     0.69325    0.073323   0.0034282  1.4755e-16
component: vectors eigs$vectors or eigs[2]
           (1)         (2)         (3)         (4)
Y1    0.051256    -0.10812     0.10376   -0.017947
Y2    0.064869   -0.053316    -0.13646  -0.0099296
Y3    0.091838    0.038661  -0.0010638    0.098878
Y4    0.074768    0.057023    0.061523    -0.11043

Cmd> eigvals <- eigs$values;

Cmd> lambdamax <- eigvals[1]; lambdamax
(1)     0.69325

Cmd> trace(e_inv_h) # sum of diagonals of E^(-1)H
(1)        0.77

Cmd> sum(eigvals) # same as trace(e_inv_h)
(1)        0.77

Cmd> t0sq <- fe*trace(e_inv_h); t0sq # Hotelling's T_0^2
(1)       35.42

t0sqNb6f�����(63� ���2N� ���fN� ����N� ����-����������� ���
(63� ���2N� ���fN� ��� �N� ��� �N� ���

Cmd> cumchi(t0sq,p*fh,upper:T) # chi-squared(12) P-value
(1)  0.00040136 Very small P-value => Reject H_0
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Cmd> m2 <- fe - p - 1; m2 # optimal replacement for fe = 147
(1)          41

Cmd> m2*trace(e_inv_h) # Improved Trace test statistic
(1)       31.57

Cmd> cumchi(m2*trace(e_inv_h),p*fh,upper:T)#chi-sq(12) P-val
(1)   0.0016117 Better large sample P-value

cumtrace()
�������-,�	������

Mulvar.mac
��������� ��������	��������'���� �	�����	���*#,����0

Cmd> cumtrace(trace(e_inv_h),fh,fe,p,upper:T)
(1)   0.0047263

������������������� ����	��	����
�	�'���*#,�����	� �:�	////12.... ��'�����$�� ����	��	�������7�����	7��	��
�� ���*#,�����	�  f�	////12.... 0
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#����dN����'��8<<<<={////12.... ;N#������
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cumwilks()
00

Cmd> N <- nrows(Y) # sample size

Cmd> I_p <- dmat(p,1) # identity matrix

Cmd> N * log(det(I_p + e_inv_h))
(1)      30.041

Cmd> N*sum(log(1 + eigvals))
(1)      30.041

Cmd> m1 <- (fe - (p - fh + 1)/2); m1
(1)          45

Cmd> wilks <- m1*log(det(I_p + e_inv_h)); wilks
(1)      27.037

Cmd> m1*sum(log(1 + eigvals)) # from eigenvalues
(1)      27.037

Cmd> cumchi(wilks,fh*p,upper:T) # approximate P-value
(1)   0.0076322
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cumwilks()
�� ������ �	�����	���*#,��������'����&#����������� ����'�	� ���-�	����0
��������'�����	
'������0

Cmd> cumwilks(det(e)/det(h+e),fh,fe,p)
(1)   0.0077151

Cmd> cumwilks(1/prod(1+eigvals),fh,fe,p)
(1)   0.0077151b�����,�	�����������*#,�����0��%"$�� ����'�	� ��f0(6 ����	�5����'������
��,����������������0
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•
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Cmd> u_1 <- eigs$vectors[,1]; z1 <- Y %*% u_1 # Canonical var

Cmd> u_2 <- eigs$vectors[,2]; z2 <- Y %*% u_2

Cmd> u_3 <- eigs$vectors[,3]; z3 <- Y %*% u_3

Cmd> anova("z1 = group", silent:T); SS
    CONSTANT       group      ERROR1
      3809.1     0.69325           1

Cmd> anova("z2 = group", silent:T); SS
    CONSTANT       group      ERROR1
      208.54    0.073323           1

Cmd> anova("z3 = group", silent:T); SS
    CONSTANT       group      ERROR1
      39.422   0.0034282           1

Cmd> eigvals
(1)     0.69325    0.073323   0.0034282  1.4755e-16����3

•


9������������������cihj� �������	�����,������,�������

eigvals
0

•


:�	�����
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Cmd> z <- Y %*% eigs$vectors; list(z) # all 4 canvar
z               REAL    50   4     (labels)

Cmd> manova("z = group",silent:T)

•
����������� ����c``̀`hj.... c` `̀` hNcdh

•
���'���������� ����c``̀`hj.... c` `̀`�N��5�P

Cmd> round(SS[2,,],12) # H for Z to 12 decimals
                  (1)         (2)         (3)         (4)
group (1)     0.69325           0           0           0
      (2)           0    0.073323           0           0
      (3)           0           0   0.0034282           0
      (4)           0           0           0           08
round(SS[2,,],12)
����	������ ���

�� ��	���P��0����#�"-�����	�	�����i�	����'�������0;
•
����������� ����c``̀`hj//// c` `̀` hN�

•
���'���������� ����c``̀`hj//// c` `̀`�N��5�P

Cmd> round(SS[3,,],12) # E for z to 12 decimals
                   (1)         (2)         (3)         (4)
ERROR1 (1)           1           0           0           0
       (2)           0           1           0           0
       (3)           0           0           1           0
       (4)           0           0           0           1b�������������		����������,��-������	�����		�������0
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cd2N

98cih;�

:8cih;N �J
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98̀̀̀̀jaaaa ;�
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•
8�9��:;cd2N&uvwN��	������������&#����������� ����'�	� ��������	
�� ���������

�
Ǹ̀̀̀jaaaa 0

b��������	XQ�,����	̀̀̀̀'�������������	�� �������������,�	��������aaaa �������,�	����+���+���
�
Ǹ̀̀̀jaaaa ����+���+&#��������� ����������

&N8

98̀̀̀̀jaaaa ;��9;�8

:8̀̀̀̀jaaaa ;��:;O�:cd2��9b������������������7����'�#&#����#�����7�:cd2��9�	�,��5���cd2 ����������'���'�'�����	����������������(60
� ��� C CCC @ @@@ L LLL k k kk L LLL l lll 3)����e��8�9��:;cd2'���QRS��,��&#'���	�������0
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'���	�������8'���	�������-���(6���	��;��8�9��:;cd2�������-���������	��0
lambda_max
���,����	��cd2j��� ����'�	� �N
������ �����'�� ����0

Cmd> hist(fe*lambda_max/fh,vector(0,.2),xlab:"Pseudo-F",\
title:"Distribution of fe*lambda_max/fh, fh=2, fe=147")

Cmd> addlines(rep(invF(.05,fh,fe,upper:T),2),vector(0,.3),\
thickness:2)

&f�2��80�
;�������	����� �'������� #�����',������������������	

�����0
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s sss E EEE a aaa A A AA B BBB H HHH C CCC t ttt k k kk H HHH ` `̀` H HHH @ @@@ E EEE E EEE M MMM M MMM ? ??? B BBB M MMM
4�5���(6-���ccd2Nccduvw��7��	��7!����'���� ������cduvw80��;�cduvw80�
;��'cduvw80��;�	� ���
����� �����',�������

lambda_max
0

Cmd> lambda_max[round(vector(.90,.95,.99)*M)]
(1)     0.076562     0.090821      0.12154+�������ssss E EEE a aaa �	�����'��������������		���������	 ��������������
c�2Nc�uvw-��	�c�hNcdh�8�{cdh;�5N��000��

Cmd> theta_max <- lambda_max/(1 + lambda_max)

Cmd> theta_max[round(vector(.90,.95,.99)*M)] # critical vals
(1)     0.071117     0.083259      0.10837 10%, 5%, 1%b���������	����� ���'�	������,�����
��	c�uvw0b������	�������� �����������-����,�������-������	��������-�	�0
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