
����������	
���������
��������

�����	���

������	�����


��	�������	������ �!���	����	

"��#"�
#�����kb@umn.edu�$�%�	&'���
�����(��)���

http://www.stat.umn.edu/~kb/classes/5401

© 2005 by Christopher Bingham

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005* *** + +++ , ,,, - --- . ... / /// / /// + +++ , ,,, 0 0 00 1 111 . ... 2 222 3 333 4 444 5 555 6 666 + +++ 3 333 . ... 7 7 77 7 7 77 0 0 00 , ,,, 8 888 9 9 99 5 555 : ::: ; ;;;
�����	���	���	����&���	�����<������
	�=���'>?
@<�#�� �������<���'>ABBBB CDBBBB E?6666 + +++ 3 333 . ... 7 7 77 7 7 77 0 0 00 , ,,, 8 888 9 9 99 5 555 : ::: ; ;;; 3 333 . ... 5 555 3 333 	�����AF�=���'><���@EDGHIIII CJJJJ H I III EKLMNOHIIII CJJJJ H I III EPQCGHIIII CJJJJ H I III EKR@EGSK
**** + +++ , ,,, - --- . ... / /// / /// + +++ , ,,, 0 0 00 1 111 . ... 2 222 3 333 3 333 . ... 5 555 3 333 	�����AF�=���'><������T�UTR�GGS��K��K
<����UDGHVUC#HVUEK�WXMYUUOHVUC#HVUEPZ
@�����������������	��&�������?MYUUOHVUC#HVUEPDG���C[���EK�UU���&���������� �����MNOHIIII CJJJJ H I III EPDG���C[���EK\\\\ ]̂̂_̀a

2



Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005� ��� 2 222 4 444 � ��� , ,,, 3 333 � ��� 8 888 . ... 5 555 + +++ - --- * *** + +++ , ,,, - --- . ... / /// / /// + +++ , ,,, 0 0 00 1 111 . ... 2 222 3 333
• �������� �����<�����&�	����&
• 
(������	�=���'>G�����������������T�UT����	��K�������<���'>�����	�����Y������&����������
���<<�����#�����������	������#������?

•��	
������ ������A���Y�	������	 #�������&����������
UUL�����U�L�?
•
(��������Y������&	���������#���Y����Y�	�������	���������������������������&��#����������
�UDGHVUC#HVUEK�WXMNOHVUCP[MNOHVUCPZ�<���

&��D
�XMNOHVUCP[MNOHVUEPZ
E

MNOHVUCP
E�G�C#�K[MNOHVUEP
E�G�E#�KMNOHVU�PD�UU��������D���@��	������������V���	@E<������

���L����� �� ���CD� ���E?
3

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005

� ��� 0 0 00 5 555 � ��� 2 222 4 444 � ��� , ,,, 3 333 � ��� 8 888 . ... 5 555 + +++ - --- * *** + +++ , ,,, - --- . ... / /// / /// + +++ , ,,, 0 0 00 1 111 . ... 2 222 3 333
•
�����		�����&������Y�&����	���
	������	� @E

•
!������Y�&����	���	������<������
	����������	�������Y�	��������������	�� ����������UD� ���ULIIII �=D��???��?@�����IIII����� D� ��� I III DO� ���CLIIII �???�� ���]LIIII P<��	�� ��� DO� ���C�???�� ���]PL�������&��Y�	�����?

�����???��T�#���???�T� ��� I III � ��� � ��� � ��� 7 7 77 . ... A� ��� DT��#��???�TT????????????????????????????T����???#G�#�K �CD� ���CLIIII DVC[VE[???[V]��ED� ���ELIIII DVC#VE��!D� ��� !LIIII D�XGVC[VEK��#V!Z�????�]D� ���]LIIII DG�#�KXGVC[???[V]QCK�G�#�K#V]Z@��� ������������<���	������&
 ����	��&���?

4



Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005@<��� �������A
BBBB � ���
�D� ��� B BBB C�BBBB � ����D� ��� B BBB E�BBBB CD� ���QCBBBB � �����BBBB ED� ���Q
CBBBB � ���
�?@���'>ABBBB CDBBBB E��&'>ABBBB��DBBBB���	����������������� �?

� ��� + +++ / /// 6 666 + +++ 3 333 . ... 7 7 77 7 7 77 0 0 00 , ,,, 8 888 9 9 99 5 555 : ::: ; ;;;
•
G@E����&��IIII KDG@E����&��� ��� D� ��� I III K?

•
����������������'>ABBBB CDBBBB E<���������� �<�����	����������IIII �	� ��� ?
**** � ��� 3 333 - --- + +++ / /// * *** + +++ , ,,, - --- . ... / /// / /// + +++ , ,,, 0 0 00 1 111 . ... 2 222 3 333
•
@���L��� ����&�	� X�UD� ���ULIIII Z<����� �����	���������������� ���
����L��� ����&�	� XVUZ?

•
@��������������	� � ��� ���&����	�	� 
���������������	� IIII ?

5

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005

� ��� + +++ � ��� . ... / /// 0 0 00 5 555 5 555 � ��� . ... 5 555
�����&�����
•
� ���
��&
•
��������� ���Y����	�	Y����	��
@E ����Y������	�	��<�	��<�	����
�����		�����&�?
•
(����� ���		����������U�	���	���@E ���� ��� �	���<�	���G �	�
��������	�=���'>K���������		�����&�

•
%�	�� �����	����Y�����������'	���	������	��<��������� �����BBBB �	
BBBB C#BBBB E����	����&�������	��	�
� ���������		�����&� ����Y���	��	��<�	����@E?

6



Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005\ \\\ 0 0 00 � ��� � ��� 7 7 77 3 333 � ��� , ,,, . ... + +++ � ��� 5 555 . ... 5 555 3 333 0 0 00 � ��� � ��� 3 333 0 0 00 + +++ , ,,,

����������	����� �����������<�
��	� ���	��C�???�������� ������� ��#��������������������	�	����?
���� ��� DO�C�???���PL?
� ��� I III � ��� � ��� � ��� 7 7 77 . ... A��� ��� ����Y�	���� ���BBBB
• 
�D�D&� ��������IIII

• 
� ��� DBBBB <����UD�U�=D��???�
�� ��� + +++ 0 0 00 , ,,, 3 333 . ... 5 555 3 333 0 0 00 � ��� � ��� 3 333 . ... ��� ��� ���Y����	M� ��� DM� ��� G	 			 K�� ����&�	� &���	 			<�������
����&G
K��������	���Y������� ��� ?

7

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005!��� ����������������������
	����
� ��� �����Y����	������������Y�	����
���� ������������?
� ��� I III � ��� � ��� � ��� 7 7 77 . ... G��������&KA
���� ���BBBB ��MBBBB DHIIII DOHVC�HVE�???�HV]PL?'�	�M��DM��DHV�?
�Y���������� ��������
�������<�&����HIIII <���������& ������������ ���	
<����R����������������<���	������������	���	������������<������&�������	����� ���	�����HIIII ?
������������<�<�������	�����	���� ?

8



Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005

���������� ���M� ��� �����������?@������<��������<<����Y�������� ��� �	�
������������������	 			 �������<����G�C�
???���K�	����������������<������&���?
%�	�D���������������������	�����
	����?!��	�������������������������������&��������	Y��G�

����K�<��	��
�D��G	 			 K��&��D��G	 			 K�	�	��&� Y�	�������� ����&�	� &���	 			 ?@������	Y����	��&� ?

����	����G�
����K� ��� � ��� � ��� � � �� � ��� 	 			 � ��� 	 			 M��������
�
�

M�
�
�?

������
�DM�#�M
�
���DM�[�M
�
��D��	�<��	�����������	��	���?�M
�
�����


	�����������?
(������� �������������	� ���	����DM���C���DM���E<����CR���&�E
�?

9

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005@��2222 . ... - --- 0 0 00 , ,,, 0 0 00 , ,,, 8 888 � ��� / /// + +++ � ��� . ... / /// 3 333 � ��� ��	G�
����KDG�

�
G	 			 K���G	 			 KK����������&��������	Y��<�������������������#S��
)GG�
����K�������������KR�#S<��	����������� �����

�

�
�
�

@������ �������������G�
����K���

�	���
������	�?
�������R�#S������������D�#S�?(���)G��������KR�#S��������	Y����
�������	����?
������&��������	Y����Y���	���������
����	�&������<��	M�
�������	� �?
!�������Y�����&��������<��	�
 �������	� M�?
� ��� + +++ 3 333 . ... ����<���������&M�?

10



Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005(����������� ��� DO�C��E�???���PL�����	� ���	���������&<�	�<���������
���	�	�������&�� ������&�Y�&����#S�����&��������	Y���G�������K��	������A
���D���G	 			 K����D���G	 			 K��D��???��?
(��������	Y����	����<���� ����
��������������	���U����	�����
�����	����	�����������������������
���������	Y���&����������������
�	���U?
@��� ����
)G	������	Y��������������	��KD)G�C
�

�C
�C
��???����
��
���K��#�S

�#S

�����<���&�����Y�������
���	�����
�����&����?@��������
�����������������������	�
������
?

11

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005!����X���Z��&X���Z�	��� ����&������)G�C
�

�C
�C
�
��&???��&���
��
���KR�#S�������	Y���G�������K��D��???���	������&

��
���	���������������������	��<���
�����&������Y��R�#S?
���������� ��������������������
�����������Y�	���������&��������	Y���������������SLDS������ ������������	Y��G��&�Y�&��������&������Y���#
S��K?@����#)G�C�
�C
�C��???����
��
���KD)GG�������K&�����������������	�� ��K

�SLDS���
)G�C
�

�C
�C
��???����
��
���KR�#S

������� ��������������&������Y����
��������#S?

12



Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005

� ��� + +++ , ,,, - --- 0 0 00 2 222 . ... , ,,, � ��� . ... / /// . ... 8 888 0 0 00 + +++ , ,,, 5 555
•

������� ��� DO�C��E�???���PL���Y����	��������<���	� ���	�?

•
���FG	 			 K����&� ��������	�����G�	���Y��� �����?�K����&����&����&��� ��	�V	 			 ?%�	���� ��� �<���������<	 			 �������&���	 ���<�����	�	���� ��� ����FG	 			 K?
����	 			 ��	��&� 

•
FG	 			 K��	��&� 

•
%�	����� ��� �<�����	FG	 			 K��������� �����	��&� �Y���<����� ��	���������?(����D��FG	 			 K����������������	Y��AFG	 			 KDX�T��G	 			 K
�
��G	 			 KZ
���<���������������
����

�
��&�
�?!������	&� ��������FG	 			 K�����Y��Y�	������������������&���G����	K	���������	�	��������&��?

13

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005

����������
FG	 			 K����#S������������������	� �����)GFG	 			 K��������� ��� KR�#S���	���� ���
(����R�������������&����	�������	��������
•
�������

•
���������

•
��Y��������?

�������
�	
��V
���
���'������

��&���
�����������&

14



Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005\ \\\ � ��� � ��� � ��� . ... 5 555
• ���
�����G�D�K�	����������G�R�KX� ���TG� ��� #M� ��� KL� ��� G	 			 KQCG� ��� #M� ��� K
�EZ

� ��� G	 			 K������Y�	����� ��	�V<����&����&����� �������������������&���	 			 ?@��	������ ���G	 			 K�����������������	��	
��&����&�	�������������?
� ��� G	 			 K<������������MNOM� ��� P?
%�	�V� ����� ��� G	 			 KD\\\\ ��<���� ��� DBBBB ��&M� ��� D� I III ?

15

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005

• 
���V���A	���������<����D��	�����#����	��V��<����D���	����	����	#������������R�A
X� ���TT��#M��T
��G	 			 K��D��???��Z

<��	���G	 			 K�	��� ��	��� ����&�	� ���&�����&�	������Y��������	����������G	 			 KD��QCGGS��K��K
WX�����KZ����	������ ������

�	


��������������������	�����	�����
���#�����	�	���� �?

16



Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005

� ��� . ... 7 7 77 � ��� 3 333 0 0 00 + +++ , ,,, 5 555 � ��� 0 0 00 � ��� + +++ - --- � ��� + +++ , ,,, - --- 0 0 00 2 222 . ... , ,,, � ��� . ... / /// . ... 8 888 0 0 00 + +++ , ,,, 5 555 � ��� , ,,, 2 2223 333 . ... 5 555 3 333 5 555

��������	�����Y����� ������� ��� ���	���
��������������@G	 			 �� ����K��&�	������Y����&������&������'>G� ����KA� ��� D� ��������������������Y��S?@���
FG	 			 KDX� ���T'>G� ��� K���	�=����&��@G	 			 �� ��� KZ
����#S�����&����	�������	�?
� ��� � ��� � ��� � ���@���	��Y����� ��� ����������&��FG	 			 K
<�����&����<���'>G� ��� K�����	�=����&��&��������	�<���
�	����������#S?

� ��� + +++ , ,,, 4 444 . ... / /// 5 555 . ... 7 7 77 � ��� �<���FG	 			 K����#S�����&����	�������&������������#���������Y��S������'>A� ��� D� ���>A
�F�=���'>��� ���>�������FG	 			 K�(���'>���	���)G	�=���'>K
S

17

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005\ \\\ � ��� � ��� � ��� . ... + +++ - --- � ��� � ��� + +++ , ,,, - --- 0 0 00 2 222 . ... , ,,, � ��� . ... / /// . ... 8 888 0 0 00 + +++ , ,,, � ��� � ��� 5 555 . ... 2 222 + +++ , ,,,
6 666 + +++ 3 333 . ... 7 7 77 7 7 77 0 0 00 , ,,, 8 888 9 9 99 5 555 : ::: ; ;;; 3 333 . ... 5 555 3 333


�������������'>A� ��� D� ���>��
F�=���'><���@
ED@EG� ���>KD@
EG� ���>�	 			 KR��
E

<��	�@EG� ���>�	 			 KDGM� ��� #� ���>KLXMNOM� ��� PZQ
CGM� ��� #� ���>K<���

�
�

ED�
�

EGSKG��	���K
�	
�
�

EDXG�̀�K�G�̀#�[�KZ%����Q�	CGSKG� ����K�̀D�#��	�C[�E#���	<����Y�	�����	��	����?
� ��� � ��� . ... , ,,, 2 222 + +++ � ��� + +++ � ��� � ��� 5 555 . ... 5 555 � ��� � ��� 7 7 77 7 7 77 � ��� 5 555 + +++ � ��� � ��� + +++ 5 555 . ... 2 222 3 333 + +++7 7 77 � ��� / /// 8 888 . ... 5 555 � ��� � ��� � ��� 7 7 77 . ... � ��� / /// 0 0 00 3 333 0 0 00 � ��� � ��� 7 7 77 4 444 � ��� 7 7 77 � ��� . ... 5 555 � ���
!� ������������������� ����� ����	������Y����<����Y�	�̀��&�����&��&
������&���	 ���%

����Q�	CGSK?@�������������������<���?
18



Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005@�������&����	�����FG	 			 K��		�����&�����@E�������������� ��� ���<���&���
	�=���G@EG� ��� K
�

�

EK
FG	 			 KDX� ���T@EG� ��� K
��

EZ
DX� ���TGM� ��� #� ��� KLXMNOM� ��� PZQCGM� ��� #� ��� K
��

EZ
DX� ���TG� ��� #M� ��� KLXMNOM� ��� PZQCG� ��� #M� ��� K
��

EZ
��������<����� ��� ��M� ��� ����������?
•
FG	 			 K�������������

•
FG	 			 K������������M� ���

•
FG	 			 K����������&�	���������&���	# ���&����������Y�������&Y����	�
��MNOM� ��� P

•
FG	 			 K��������	���	���������

�?
� ��� + +++ 3 333 . ... A!������	 �����	����������&

�DXIIII TGIIII #IIII >KL� ���Q
CGIIII #IIII >K
�
EZ�

IIII D� ��� � � �� I III >DM� ��� ��&� ��� DMNOM� ��� P?

19

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005(���MNOM� ��� PD��\ \\\ �<����D���G��� ���K�	�D���C[���EG��� ���K�����
•
MNOM� ��� P�������� ������Y����	���\\\\

•
@�������Y�������MNOM� ��� P�	������<��	�
���	������Y�������\\\\

•
����������V���	���

�
WX����Z?

�������	������&��	����FG	 			 K��&���	 ���&����������Y����	���&
�����Y���������\\\\ ?
•
@�������&������������������	����
�����&���<�����Y������ ������
�	�����������������&�������������	��� ���?

•
@������&��������<�������	��	������������&�����������?

20



Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005\ \\\ � ��� � ��� � ��� . ... + +++ - --- � ��� � ��� + +++ , ,,, - --- 0 0 00 2 222 . ... , ,,, � ��� . ... / /// . ... 8 888 0 0 00 + +++ , ,,,
� ��� + +++ / /// / /// . ... 5 555 � ��� + +++ , ,,, 2 222 0 0 00 , ,,, 8 888 3 333 + +++ * *** + +++ , ,,, - --- . ... / /// / /// + +++ , ,,, 0 0 00 1 111 . ... 2 2221 111 J JJJ + +++ / /// 3 333 J JJJ 3 333 . ... 5 555 3 333 5 555
������&����	�����FG	 			 K	�����&���
�����		�����&�#�	�#�������'>A� ��� D� ���>GGM�U#�>UK�M
�
�K=D��???�����
FG	 			 KDX� ���TM�U#���M
�
�
�U


M�U[���M
�
��=D��???��Z�<���
�
�D���GSL��K�	��D�GSL��K�SLDS��FG	 			 K��	���������	�	���V�����&�?

(����D��FG	 			 K��

�����	���������	�&��M� ���<�����&��
��Y�����������UG	 			 KD����M
�
�:

21

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005

(����D��FG	 			 K��

����<�����&���UG	 			 KD�����M
�
�??
@����������

��
M
�
���&� ������=�������V���	���	���������������
	���

��	��	�������M
�
���
M�U?

•
M

�
�

E���&���������� �����MNOM� ��� P?
•

 ����	S���	��	�

�
���	��	��V

•
@���	���	Y��� ��������V��
�	���	��������G�

�
K�?

22



Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005%�	��V#�����&�����&����	�������)GFG	 			 K��������� ��� KR�#S
<��������	����GR�#SK<����R�
� ��� I III � ��� � ��� � ��� 7 7 77 . ... A(����UD�U��&M� ��� DHIIII ����D�����&� ��������������V�	��	���	��������
�������&�	&�		�	�M

���
DWG�UU��KDWG�U
E��KD�U�W��

�UUD�U
ED����� ���Y�	�������VU?
'�	�
�UG	 			 KD���M
���D���WG�UU��K�=D��???��<���

•
�
�D���GSL��K � ����� ����	

•
�
�D�GSL��K ��	���� ���
<��	������		�����&SLDS��

23

Statistics 5401                                                   Lecture 12                                                         October 3, 2005\ \\\ � ��� � ��� � ��� � ��� / /// � ���
• 
* *** + +++ I III 5 555 � ��� � ��� � ��� . ... 2 222 �����&����	����������&
�������		�����&�#������	#�#�����
FG	 			 KDX� ���TM�U#����M
�
�
�U


M�U[����M
�
��=D��???��Z�
<���
��
�D���GSL��K�	

��
�D�GSL��K�SLDS��M



�
��������� ���&����&�	&�		�	��M�U?
@���������&���	 ���&�����Y�������M


�

E
������	���	���� ������MNOM� ��� P?

•
� ��� 7 7 77 7 7 77 0 0 00 � ��� 5 555 + +++ 0 0 00 2 222 � ��� 7 7 77 �����&����	����������&
��'��������L�@E����A
FG	 			 KDX� ���TG� ��� #M� ��� KLXMNOM� ��� PZQCG� ��� #M� ��� K
��

EZ�
�
�

ED�
�

EGSK�	XG�̀�K�G�̀#�[�KZ%����Q�	CGSK?@����	����&���	 ���&��������	����
��MNOM� ��� P?@��������	������&���	 ���&�������������������MNOM� ��� P?

24


