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Statistics 5401                                                   Lecture 5                                                   September 16, 2005) ))) * *** + +++ , ,,, * *** - --- . ... / /// 0 000 1 111 2 2 22 , ,,, 3 333 / /// + +++ 4 4 44 / /// - --- 5 555 , ,,, 0 000 / /// 6 666 + +++ 4 4 44 7 777
8 888 98888 :9;�<=>9?�!�@ABCDDDD ECDDDD9?�!�@ABFBGHGIC7777 HC7777 HE�

J��	�CDDDD 9;C7777B�C7777K�LLL�C7777I>E�C7777 H97777 H!M7777 ��������	�N��%�O��������	�����������
����P7777 L
•
����������������Q
�<<9?�!�@ABFBGHGI?NH<!MN<@

K9�<
K
���������.... / /// 0 000 1 111 2 2 22 , ,,, 3 333 / /// + +++ 4 4 44 / /// - --- 5 555 , ,,, LR�<<9.... / /// 0 000 1 111 2 2 22 , ,,, . ... 6 666 / /// - --- S SSS / /// + +++ S SSS S SSS , ,,, 3 333 4 4 44 / /// 6 666 4 4 44 * *** - ---

•T��!%���������������Q�<=9?�!�@ABFBGHGI?NH<!MN<@?NH=!MN=@�UVWXXXX . ... / /// 0 000 1 111 2 2 22 , ,,, 5 555 * *** 3 333 / /// + +++ 4 4 44 / /// - --- 5 555 , ,,, ��N<��%N=
•
8 888 :��YZ[[\]̂_̀?8888 :E98888 :@�����
�<=9FBGHGI?NH<!MN<@?NH=!MN=@9FBGHGI?NH=!MN=@?NH<!MN<@9�<=
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Cmd> x
(1,1)         2.4        22.9          44
(2,1)        12.3        15.7        32.7
(3,1)        10.6        15.7        35.2
(4,1)        15.1        17.2        33.5
(5,1)        -1.3        22.5        26.7

Cmd> n <- nrows(x)

Cmd> xbar <- sum(x)/n # row vector, 1 by 3

Cmd> xtilde <- x - xbar # deviations from mean, 5 by 3

Cmd> # or xtilde <- x - rep(1/n,n)' %*% x

Cmd> df <- n - 1 # "degrees of freedom"

Cmd> s <- (xtilde' %*% xtilde)/df; s # sample variance matrix
(1,1)      48.337      -22.53       1.562
(2,1)      -22.53       13.07       3.775
(3,1)       1.562       3.775      38.947����W��N�������������8888 ��%M7777 �����

tabs()Q
Cmd> tabs(x,covar:T)
(1,1)      48.337      -22.53       1.562
(2,1)      -22.53       13.07       3.775 S
(3,1)       1.562       3.775      38.947

Cmd> tabs(x,mean:T) # returns plain vector
(1)        7.82        18.8       34.42 Not row vector

Cmd> stats <- covar(x) ; stats # use pre-defined macro
component: n sample size
(1)           5
component: mean
(1,1)        7.82        18.8       34.42 xbar, row vec.
component: covariance
(1,1)      48.337      -22.53       1.562
(2,1)      -22.53       13.07       3.775 S
(3,1)       1.562       3.775      38.947

Cmd> stats$covariance # extract S from structure stats
(1,1)      48.337      -22.53       1.562
(2,1)      -22.53       13.07       3.775
(3,1)       1.562       3.775      38.947
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������DDDD �������%������	�N��%aaaa 9;////B�LLL�////f>������g���	�N������������//// <9;�B<��K<�LLL��h<>EL$�	�N����������������O�i���j
aaaa 9k�!��kl��!�mnnnn L'���������og���	�Npppp 9;pppp B�pppp K�LLL�pppp f>9DDDD a aaa 9;DDDD / ///B�DDDD / ///KLLLDDDD / ///f>qaaaa Lr���������pppp <9DDDD / /// <���s_t\û̀v[wx_tu]_vtFBGyGh�y<DDDDy��������������DDDD ?�L�Lpppp B9DDDD BzDDDD KzDDDD {�pppp K9DDDD B!DDDD K�LLL@r�����������H<9//// <E7777 H9FBGyGh�y<NHy��������	�����������������N!O�������	�����Lpppp �����J%������	�N%�	�O�%�	������	������%������	�NDDDD L
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Statistics 5401                                                   Lecture 5                                                   September 16, 20058 888 / /// 0 000 1 111 2 2 22 , ,,, 0 000 , ,,, / /// - --- / /// - --- S SSS 3 333 / /// + +++ 4 4 44 / /// - --- 5 555 , ,,, 0 000 / /// 6 666 + +++ 4 4 44 7 777 * *** b bbb p ppp
• �������������M � ��� 9FH� ���H����pppp ��M � ��� 9aaaa EM7777 ?go�@������O����	
�	����	�JO����	�M � ���E9M7777 Eaaaa ?�og@P�<9//// <EP7777 ?���O�	��������@
• ����û_ut̀\[u]̂_�8 888���pppp ��
8888�9aaaa E8888�a aaa 9;//// <E8888�/ ///=>BG<Gf�BG=Gf?gog@L�����������������	�
��BB9���
K9////BE8888�/ ///B�LLL���ff9��	

K9////fE8888�/ ///f
�����������J���������������aaaa%�������������	������������Ldddd * *** 0 000 0 000 , ,,, - --- 6 666 
 
 

 ���J������%������������
������	�����������N�	��������W�//// E8888�/ ///
��	��	�����������������O�	��������
�����	�����������//// E7777 L
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Cmd> x # previously entered data matrix
(1,1)         2.4        22.9          44
(2,1)        12.3        15.7        32.7
(3,1)        10.6        15.7        35.2
(4,1)        15.1        17.2        33.5
(5,1)        -1.3        22.5        26.7

Cmd> a <- matrix(vector(1,1,1,1,-1,0,1,1,-2),3)

Cmd> a # matrix of linear combination coefficients
(1,1)           1           1           1
(2,1)           1          -1           1
(3,1)           1           0          -2

Cmd> y <- x %*% a; y # data matrix of linear combinations
(1,1)        69.3       -20.5       -62.7
(2,1)        60.7        -3.4       -37.4
(3,1)        61.5        -5.1       -44.1
(4,1)        65.8        -2.1       -34.7
(5,1)        47.9       -23.8       -32.2

Cmd> s_x <- tabs(x1, covar:T) # S_x

Cmd> s_y <- tabs(y, covar:T); s_y # S_y
(1,1)      65.968      33.054     -66.884
(2,1)      33.054      106.47      39.693
(3,1)     -66.884      39.693      150.79

Cmd> a' %*% s_x %*% a
(1,1)      65.968      33.054     -66.884
(2,1)      33.054      106.47      39.693
(3,1)     -66.884      39.693      150.79

6

Statistics 5401                                                   Lecture 5                                                   September 16, 2005  4 4 44 � ��� , ,,, - --- 3 333 / /// 2 2 22 � ��� , ,,, . ... / /// - --- S SSS   4 4 44 � ��� , ,,, - --- 3 333 , ,,, 5 555 6 666 * *** + +++ . ...
���aaaa 9;�H<>�������Y��û\���	�NL
� ��� * *** 5 555 / /// e eee � ��� 2 2 22 / /// + +++ � ��� 
������� ��� V� ��� �������O����	�������������aaaa � ��� 9�� ��� ��	�������������L

����� ��� ����� ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� ��aaaa J�����		�����%���� ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � � ��     � ��� �?���������%
!̂v!\̂�	̀"ûù]\̂_Y]_̀O������%O����	@L

Cmd> a # note a is symmetric 2 by 2
(1,1)      2.9412     0.23529
(2,1)     0.23529      2.0588r���	O����	�� ���B��%� ���K
Cmd> u1 <- vector(4, 1); u2 <- vector(-1, 4)

Cmd> a %*% u1 # a %*% u1 = 3*u1
(1,1)          12   Eigenvalue = 3
(2,1)           3

Cmd> a %*% u2 # a %*% u2 = 2*u2
(1,1)          -2   Eigenvalue = 2
(2,1)           8a aaa � ���B9"o� ���B��%aaaa � ���K9�o� ���K
��
•

� ���B���������O����	J��������O����"
•

� ���K���������O����	J��������O�����
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Statistics 5401                                                   Lecture 5                                                   September 16, 2005'���� ��� ���������O����	J��������O����������� �����J��	�������������(	���Qaaaa ?� �����@9aaaa � �����9�� �����9�?� �����@L ���	������	C� ��� X XXX � ����#� ��� #���������O����	
��������#C� ��� #9�L

Cmd> u <- hconcat(u1,u2); sum(u^2) # u is 2 by 2
(1,1)          17          17 squared norms of u1 and u2

�������J�#� ���B#9#� ���K#9R�#
Cmd> u / sqrt(17) # columns are eigenvectors
(1,1)     0.97014    -0.24254
(2,1)     0.24254     0.97014) ))) / /// 5 555 a aaa - --- * *** 3 333 / /// Q

• eigenvals()
���%������O�����

• eigen()
���%�xv]"�����O�������%�����O����	�

Cmd> eigenvals(a) # just eigenvalues
(1)           3           2 In decreasing order

Cmd> eigs <- eigen(a); eigs
component: values
(1)           3           2
component: vectors
(1,1)    -0.97014     0.24254 Normalized columns
(2,1)    -0.24254    -0.97014 norms of columns are 1

Cmd> eigs$vectors # or eigs[2] #extract just vectors
(1,1)    -0.97014     0.24254
(2,1)    -0.24254    -0.97014$�������������	�	�O�	��%�	��

u / sqrt(17)L����%����E������	L
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� ��� / /// 5 555 6 666 . ... 5 555 * *** - --- 5 555 , ,,, + +++ - --- 4 4 44 - --- � ��� , ,,, 4 4 44 � ��� , ,,, - --- 6 666 � ��� 4 4 44 - --- � ��� . ...
'���aaaa ���o�YZ[[\]̂_̀����	��	�
•
rN������s_t\ûsZ_t�\!\t�\t]�����!O����	�� ���B�� ���K�LLL�� ���hJ���̂\us��������

•
J�����		�����%���̂\us�����O�����
�B��K��{�LLL��hL���%��	�������	%�	��������O��������L'���aaaa �����!������	��������O����	���%��	�����O����������̀v[!s\��	�g��	���_[u�_tûZ�����	�
$�	�N����������������Wi��ji�z�ji�z�jkkkk9!�okk��9R!�l!��ml�!�ml�!�m
i�z�j��� ��� 9kk���������O����	��l�!�mi��j

aaaa 9kk������O�����9!�9!R?!�@l!��m
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� ��� / /// 5 555 6 666 Q ��HV����	��������O������H��aaaa �����aaaa �����!�������	��L�L�aaaa AB�N����L� ��� * *** 5 555 / /// e eee � ��� 2 2 22 / /// + +++ � ���
�������	�����	�Naaaa ��
� ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ��� 	 			 � � �� � ��� � � �� � ��� � ��� ��7777 Eaaaa 7 777����	\�\̂Z7777 V� ���
�������	�����	�Naaaa ��
� ��� � ��� � ��� � � �� � ��� � � �� � ��� � ��� � ��� � ��� 
 


 � � �� � ��� � ��� � ��� 	 			 � � �� � ��� � � �� � ��� � ��� ��7777 Eaaaa 7 777����	\�\̂Z7777 V� ���

•
� ��� / /// 5 555 6 666 Q�������	�����	�N��������O�%�����������%�������H����9��LLL��

•
� ��� / /// 5 555 6 666 Q�������O�%�������������	��
���	�N��//// 2 222 � ��� / /// � ��� . ... 4 4 44 - --- 3 333 , ,,, + +++ 6 666 4 4 44 e eee 2 2 22 , ,,, ��������
�����O�����V�L

• 
�������	�����	�N��������O�����!%�����������%�������H����9��LLL�����aaaa 9%���;�BB��KK�LLL��hh>��%�������L

����
• 

�HE��	�����HE���%��	�������	%�	
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      � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � � �� � ��� 	 			 � ��� � ��� 
 


 LrN���%�%�������g��%	������	���
7777 Eaaaa 7 777 97777 E?aaaa 7 777 @9FBGHGhNH?FBG<Gh�H<N<@9FBGHGhFBG<Gh�H<NHN<9FH�HHNH

K
zFFH�<�H<NHN<9FH�HHNH
K
z�FFHG<�H<NHN<

�������������T��������aaaa ��������	�����<H9�H<L'����9��7777 Eaaaa 7 777 9�BBNB
K
z�KKNK
K
z�BKNBNKz�KBNKNB9�BBNB

K
z�KKNK
K
z�BKNBNKz�BKNKNB9�BBNB

K
z�KKNK
K
z��BKNBNK'����9"�7777 Eaaaa 7 777 9�BBNB

K
z�KKNK
K
z�{{N{
K
z

��BKNBNKz��B{NBN{z��K{NKN{
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������8888�����o�������O�	�����
���	�N��%��������9//// E7777 �����	���	�	�
�����	�����������J���//// V� ��� L
����������//// E8888 ://// 9��

K
��L�������J�����

8888 :��������O�����!%�������
$�J�������8888 :�����!vY_]_�\%�������L

�������	�������������//// � ��� � ��� �J���//// E8888 ://// 9�L �����	J�	%��
��
K9��J��	��9//// E7777 9F<�<N<

�����J���8888 :�����������O�%����������	�������������������O������%���//// J���//// E8888 ://// 9����������O����	J����
�����O����L

12



Statistics 5401                                                   Lecture 5                                                   September 16, 2005n nnn L'��������
K9����������q

aaaa LT���J����B9�K9LLL9�I9���������$�J�H9FBGHGh�<NH<L
���������������	���UJ����<V�����O������	���U��NO�	�������%���	����%
���������	O�	������Q
NH<9�!?�B��<@NHB!?�K��<@NHK!LLL
!?�<AB��<@NH�<AB!?�<�B��<@NH�<�B!LLL!?�h��<@NH�h��N<�����	��������%�%L� ��� * *** 5 555 / /// e eee � ��� 2 2 22 / /// + +++ � ���Q �����������NB�NK�LLL�Nh�	�5555 * *** 2 2 22 2 2 22 4 4 44 - --- , ,,, / /// + +++ ����	������N��������		��������������J�������L'����������������������O�����h��8888�������	�����O��������	�����B���������h��B���NB�NK�LLL�Nh�	�t\ûsZ5555 * *** 2 2 22 2 2 22 4 4 44 - --- , ,,, / /// + +++ L
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� ��� + +++ * *** 1 111 , ,,, + +++ 6 666 4 4 44 , ,,, . ... * *** b bbb , ,,, 4 4 44 � ��� , ,,, - --- 3 333 , ,,, 5 555 6 666 * *** + +++ . ... / /// - --- S SSS, ,,, 4 4 44 � ��� , ,,, - --- 3 333 / /// 2 2 22 � ��� , ,,, . ...
���aaaa ���o�������	��L
������J�J�������N�����?���%�����	������������O������@�����u�̂u]_̀
�v̂[
3333 Eaaaa 3 333 9FH�HHOH

K
z�FFHG<�H<OHO<�O�	������������	�o�O����	3333 ��������

#3 333#K9FHOH
K9�?������O����	@

8888 * *** 2 2 22 � ��� 6 666 4 4 44 * *** - --- Q3333 9� ���B������	������%�_̂Y]�����O����	L
�����N�����%O������� ���BEaaaa � ���B9� ���BE?�B� ���B@9�B� ���BE� ���B9�B#� ���B#

K9�B������	���������O����L
������N������	B3333 Eaaaa 3 333 9� ���BEaaaa � ���B9�B
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�����	���J������J�����[_t_[_
\3333 Eaaaa 3 333 �O�	������������	3333 ��������#3 333#K
9�����.... * *** 2 2 22 � ��� 6 666 4 4 44 * *** - --- ��3333 9� ���h����suY]�����O����	J�������������������O����L

�����������%O�������h9� ���hEaaaa � ���h9[_t_[�[�����O����L
�������������	B3333 Eaaaa 3 333 9� ���hEaaaa � ���h9�h

$�J���	���� ��� �� ��� Eaaaa � ����#� ��� #K93333 Eaaaa 3 333 �J��	�3333�� ����#� ��� #���#3 333#9�L
������J�	����������������B����� Eaaaa � ����#� ��� #K��h���	���� ��� V� ��� L
T	��������������#� ��� #K�

�B#� ��� #K����� Eaaaa � ��� ��h#� ��� #K���	���� ��� L
�����	�����%������O����������g��%	������	�?	������B9�

�
:��h9�
�HI@L
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Cmd> theta <- 2*PI*run(0,250)/250 #equally spaced radian angles

Cmd> qformvals <- 0 * theta # create empty vector

Cmd> for(i,1,length(theta)){
 @u <- vector(cos(theta[i]), sin(theta[i]))
 qformvals[i] <- @u' %*% a %*% @u

;;} # compute quadratic form for each angle

Cmd> lineplot(theta,qformvals,xlab:"Theta",\
title:"Value of quadratic form vs theta of normalized vector",\

ylab:"Quadratic form",ymin:0,ymax:3.5,show:F)

Cmd> addlines(vector(0,2*PI,?,0,2*PI),\
vector(2,2,?,3,3),linetype:2)#add lines at y = 2 and 3
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���	����������	����tvtYZ[[\]̂_̀����J��	������O�������%�����O����	�û\	���Q
� ��� / /// 5 555 6 666 Q
������� �����%dddd �	�YZ[[\]̂_̀�o����	����L����aaaa 9� ��� d ddd ��?�������@���������	�������������O����	���%�����O������	�̂\usL

��������J���������������������O����	����������	�����	�Naaaa�	�tv̂[us_
\��������#� ��� #9R?FBGHGh�H
K@9�L

������O���J����	�%������	������%�����O����	�L
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'���aaaa ����o��g��	����	�N��������O������������	������	����	���	��������L�Laaaa �����!�������	?�������O�	��@�L 	��W?aaaa @9�?aaaa ��������	��W�@"L aaaa e eee V���	usseeee V� ���
�L %��?aaaa @V�
L ��������O������HV�
&�	��	�����J�������������������g��O������Q
•
 ������O��eeee V� ��� ���aaaa e eee 9� ��� �����aaaa���������	�%��?aaaa @9���%aaaa ������������������O����9�J��������O����	eeee L

•
'���%��?aaaa @9����	����O����	eeee V� ��� ��������aaaa e eee 9� ��� ��%aaaa ���������������	������O����
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������� ��� ���������O����	��aaaa 9aaaa EJ��������O�����L�����xZ�\�_t_]_vt�aaaa � ��� 9�� ���L
���������������aaaa � ��� !�� ��� 9?aaaa !�� � ��h@� ��� 9� ��� L
�������� ��� V� ��� ��	���	����������(?�@�%��?aaaa !�� � ��h@9�L

Cmd> write(a) # has eigenvalue 3 and 2
a:
(1,1)       2.94117647      0.235294118
(2,1)      0.235294118       2.05882353

Cmd> det(a - 3*dmat(2,1))# 3 is eigenvalue of a
(1)  2.5969e-16
� ��� * *** 6 666 , ,,, Qwrite(a)�������������J�����	����O����	�	���	�NJ�����	������������%�����?�@�������%������?@L'���aaaa 9%���;�BB��KK�LLL��hh>��%����������������O������	��BB��KK�LLL��hh��%��������O����	��	�,,,, <h9;�LLL���LLL�>E�B<AB<<�Bh
������������� � ��hL
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(?�@9?!�@h�hz%B�hABzLLLz%hAB�z%h

���	���	���������O������H�������(?�H@9���9��LLL��L ����������%�����	���������������������������������O�����L ������W���%��������������	������	�N
a
������N�����J��������B9"��K9������������W����(?�@9�K!�z�

$�	J����
%B9!9!?�Bz�K@�%K9�9�Bo�K �����	���

•
%B9?!�@hABFBG<Gh�<9?!�@hAB�	���?aaaa @

•
%h9�B�KLLL�h9%��?aaaa @

Cmd> polyroot(-vector(-trace(a), det(a)))
(1,1)           2           0 Real and imaginary
(2,1)           3           0 parts of zeros
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