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Statistics 5401                                                   Lecture 4                                                   September 14, 2005' ''' ( ((( ) ))) * *** + + ++ , ,,, - --- . ... / /// 0 0 00 1 111 + + ++ 1 111 2 222 1 111 3 333 . ... 2 222 4 4 445�67�7////897�7��:��������;����	����<�7===7>�?@����//// A������������	�B������������������B�	�������CDEFEABFG
������,,,, 9HBD�BI�===�BAJ<�����//// A<,,,, 9CDEFEA�:BF9CDEFEABF=K������	���//// A��L��M��;���
rep(1,n)G

Cmd> a <- matrix(vector(1.04,0.696, -0.651,0.13, 1.5,1.61), 2)

Cmd> a # m = 2 rows, n = 3 columns
(1,1)        1.04      -0.651         1.5
(2,1)       0.696        0.13        1.61

Cmd> sum(a) # black box column sums
(1,1)       1.736      -0.521        3.11

Cmd> ones_2 <- rep(1,2)

Cmd> ones_2' %*% a # white box column sums
(1,1)       1.736      -0.521        3.11N	������������	�
Cmd> ones <- macro("rep(1,$1)"); ones(5) # same as rep(1,5)
(1)           1           1           1           1           1

Cmd> ones(2)' %*% a # exactly same as rep(2,1)' %*% a
(1,1)       1.736      -0.521        3.11
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Statistics 5401                                                   Lecture 4                                                   September 14, 2005O OOO ( ((( P PPP Q QQQ - --- . ... ( ((( R RRR ( ((( ) ))) * *** + + ++ , ,,,���SSSS 9HSSSS D�SSSS I�===�SSSS AJ9H(((( D�((((I�===�((((8J<T���������SSSS FUT��	�V�(((( W<U����������	�B=
•
�������SSSS F�	�����

•X�V�(((( W<�	�����M������3333 YZ��������[��\\\\Z�������5�6�7===7===7�7[��3333 YZ97�7[������]7�7[̂�������;����	7===7===>�?]
____ , ,,, ( ((( R RRR ` `̀` 4 4 44 3 333 G5����6 5�6
\\\\a97����7���3333 b

a97�77����7 7�7>����? >�?
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AU<������e����	�	�#������#SSSS 9CDEFE83333 W
8(((( W<������f����	�	�#����=gggg - --- P PPP d ddd 4 4 44 2 222 1 111 + + ++ - --- P PPP G

•
K�����#��������hei�:����	�B������������	�	�#������#�����;�	���#��	��������T���U����	�	��#������#���=

•

����#��������������������j��=kkkk - --- d ddd ( ((( l lll 2 222 4 4 44 ( ((( * *** m mmmn��ohep��SSSS ������������������	������q�	�����	�	�#�������#�#��	��	�����SSSS ������������	�	��#����=�������#������	����

•
	��[TSSSS Ur���T���U��������T���U��V�����������=
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� ��� ( ((( * *** ) ))) + + ++ d ddd 2 222 4 4 44 ( ((( * *** g ggg ( ((( 1 111 3 333 1 111
•
M������;����	,,,, �� ��� ���	��[�

•
M	�V;����	,,,, <�� ��� ���	��[�

•
%���,,,, �� ��� ��#mmmm �� ��� �	�;����	������,,,, m mmm <���	��[�T��<������������	�	��#���U=

•
	��[��� ��� 9#���T#D�#I�==�#�U9�����	��#F��5 ��6
	��[T7���7U9�>����?

•
	��[��\\\\�9�
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Statistics 5401                                                   Lecture 4                                                   September 14, 2005k kkk - --- d ddd ( ((( l lll 2 222 4 4 44 ( ((( * *** m mmmM������������ ���D�� ���I�===�� ��� ��������q�	�;����	���	
e�ho	i
e���e��e�V������	����� ���F���<����������������#�Y<����B�	���� ���F����	�����������	� ���Y<���� ���F9CY�Z�Y� ���Y
cccc ( ((( d ddd ) ))) 1 111%���SSSS 9CDEFE�� ���F**** F<���	��[������
•

� ���F�� ��� �**** F�� ��� ��9��===��
•

�� ���D�� ���I�===�� ��� ���	������	����#����#���
•

�* ***D�****I�===�****���	������	����#����#���
���;�	�����V����� ���D�� ���I�===�� ��� ����#

�* ***D�****I�===�****���	������	����#����#��������SSSS 9CDEFE�� ���F**** F<���	��[�M�
f�o�he������j�����G%����� ���F���#�* *** F��	������	����#����#���� ��� 9CDEFE��F� ���F**** F<���	��[��r�����#�������F����	�B�������������<�
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�:����	�BSSSS �����		ohepV���	��[TSSSS U9���T���U

� ��� 3 333 ) ))) 3 333 * *** R RRR + + ++ P PPP ( ((( P PPP ) ))) - --- . ... ( ((( R RRR ( ((( ) ))) * *** + + ++ , ,,,��SSSS 9H�WFJ����:�T�j��	�U���	�B��������of
ehe���#��TSSSS U9C�F�F����F����DF��IF�===��F����������9�:T���U:=== :�:��	�#����=�����	�#�����������������	������	�V��#�	������������=
��������#��TSSSS U��������#7SSSS 7=
•
%����9��#��TSSSS U9�DD�II��DI�ID"�	�����

•
#��T#���H�D��I�===���JU9�D:�I:===:��

•
#��T\\\\8U9�:�:===:�9�

•
#��TSSSS � ���U9#��T� ��� S SSS U9#��TSSSS U:#��T� ���U�V���SSSS ��#� ��� �	��j��	���#���������q�

•
#��TSSSS <U9#��TSSSS UT#���	���������	�������9#���	�����������	�BU
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det(a)=

Cmd> a <- matrix(vector(17,3, 2,-1),2); a
(1,1)           17            2 2 by 2 matrix
(2,1)            3           -1 det = a11 a22 - a12 a21

Cmd> det(a)
(1)          -23

Cmd> a[1,1]*a[2,2] - a[1,2]*a[2,1] # a_11*a_22 - a_12*a_21
(1,1)          -23    * *** ( ((( d ddd 3 333 - --- . ... ( ((( R RRR ( ((( ) ))) * *** + + ++ , ,,,n���oh!�����j��	����	�B�������������#���������������
�	TSSSS U9�	���TSSSS U"CDEWE��WW

•
�9�G�	���TSSSS U9�DD̂�II

•
�9 G�	���TSSSS U9�DD̂�IÎ�bb

•
%���SSSS ��#� ��� �	����������q���	���TSSSS �̂ ���U9�	���TSSSS Û�	���T� ���U

•
%���SSSS ���:j��#� ��� j:��SSSS � ��� ��#� ��� S SSS
�	�#�����#��#�j��	���#�	���TSSSS � ���U9�	���T� ��� S SSS U

•
�	���TSSSS <SSSS U9�	���TSSSS S SSS <U9CWCF�WFI����������j��	��������������������SSSS
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�������SSSS �����������j��	�����������������V�����������q�CWCFT��WF��WFUI9�	���TT�S SSS �SSSS U<T�S SSS �SSSS UU'''' ( ((( d ddd S SSS P PPP - --- � ��� ( ((( G@��trace(a)=

Cmd> deviations # previously defined matrix
(1,1)      -0.366       0.421       0.336      -0.764
(2,1)      -1.407       0.284       0.919       0.762
(3,1)       0.489      -0.173      -1.039       2.405

Cmd> trace(deviations' %*% deviations)
(1)      11.626

Cmd> trace(deviations %*% deviations')
(1)      11.626

Cmd> sum(vector(deviations)^2) # 
(1)      11.626 Sum of squares of elements

vector(deviations)
��	�;���������	�B

deviations
���������;����	=

Cmd> trace(deviations) # illegal
ERROR: argument to trace() not REAL square matrixK������#�������

sum(diag(a))
������#��

trace(a)=
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n��	�e����	e�of���T������U;����	(((( 9H�D�I====��J<G�( (((�9�T(((( <(((( U9��CDEWE��WI���(((( 	��	����������������#�����������������( (((�����������#���#���������((((�	������	����� ��� 9H����==�J<=

�9 
�( (((��������������;�����

'''' ( ((( d ddd S SSS P PPP - --- � ��� ( ((( ����������	���#����	����	��
length(a)9�����	������������a=
��������	�����������( (((�

Cmd> norm <- macro("sqrt(sum(($1)^2))")

Cmd> z <- vector(1.1, -2.3, 4.5)

Cmd> norm(z) # compute sqrt((1.1)^2 + (-2.3)^2 + (4.5)^2)
(1)        5.172
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�
!�	hoUV�������	����	�	�#������G(((( <llll 9CDEWE��W�W9�=��(((( ��#llll 	��	���������������#��������������������������	������	������(((( ��#��llll �	���	���#�����	T�����U=

n��he�	����V����V�;����	�(((( ��#llll��#�����#��
���9(((( <llll�T�( (((�:�l lll�U
9CW�W�W��TCW�WICF�FIU
�(((( <llll 9�����9��9����
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������2222 D�2222I�===�2222�V������2222 W����	�f���h		i�o�����eh	T2222 W<2222 F9�����U=n��������.... ( ((( d ddd ) ))) 1 111 �	��	��G
•
2 222 D�2222I�===�2222��	������	����#����#���

• � ��� 9H2222 D�===�2222�JT�:	U���	��[	=
• � ��� <� ��� 9#���T�2 222 D�I�===��2 222��IU��#�������n���������	��������#������������������	�����������=
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Statistics 5401                                                   Lecture 4                                                   September 14, 2005S SSS P PPP � ��� 4 4 44 3 333 1 111 ( ((( P PPP � ��� d ddd - --- * *** * *** 3 333 4 4 44 ( ((( ) ))) + + ++ - --- P PPP d ddd - --- 3 333 . ... . ... + + ++ d ddd + + ++ 3 333 P PPP ) ))) 1 111
n����������		����������V����V�
;�	�������BW�DEWEA��#��W�DEWEA��
	
��9
CDEWEATBW��BUT�W���U 9�������CDEWEATBW��BUICDEWEAT�W���UI�

K���������	�	����r	��r����������������������
��
���V��������;����	���#�;��������	���������=

�� ��� 9HBD��B�===�BA��BJ<��#
�� ��� 9H�D����===��A���J<%���	
��
�9�����9����� ��� ��#�� ��� �����������������hf�#�	������=%���	
��
�9������9��������� ��� ��#�� ���

�������������������
��#�	������=
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Statistics 5401                                                   Lecture 4                                                   September 14, 2005\ \ \\ P PPP � ��� 3 333 * *** 1 111 3 333 - --- . ... ( ((( ' ''' ( ((( ) ))) * *** + + ++ , ,,,k kkk - --- d ddd ( ((( l lll 2 222 4 4 44 ( ((( * *** m mmm Gn��
e	�o����������
�ho����	�BSSSS��������	�BSSSS�DT������B����U��������
•
S SSS S SSS�D9\\\\�9SSSS�DSSSS =n��	���h�f�������������	�B=____ , ,,, ( ((( R RRR ` `̀` 4 4 44 3 333 G5!�65�������6SSSS � ���77�SSSS�D97 7
>��?>���!���?

Cmd> a <- matrix(vector(7,4,2,4),2);a
(1,1)           7           2
(2,1)           4           4

Cmd> ainv <- matrix(vector(1/5,-1/5, -1/10,7/20),2); ainv
(1,1)         0.2        -0.1
(2,1)        -0.2        0.35

Cmd> a %*% ainv # 2 by 2 identity
(1,1)           1 -1.1102e-16 -1.1102e-16 ~ 0
(2,1)           0           1

Cmd> ainv %*% a # 2 by 2 identity
(1,1)           1           0
(2,1) -2.2204e-16           1

Cmd> solve(a) # solve() computes inverse
(1,1)         0.2        -0.1
(2,1)        -0.2        0.35
  - --- ) ))) 3 333

a %*% ainv
��#

ainv %*% a
�	��<�

��h!�	i\\\\I���������	���#����		�	=
14
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� ��� 977�gggg 977>��?>��?

Cmd> b <- matrix(vector(1,3, 2,6),2); b
(1,1)           1           2
(2,1)           3           6

Cmd> solve(b) # try to find inverse
ERROR: argument to solve() is apparently singular

Cmd> c <- matrix(vector(1,0, 0,0),2); c
(1,1)            1            0
(2,1)            0            0

Cmd> solve(c) # try to find inverse
ERROR: argument to solve() is singulark kkk - --- d ddd ( ((( l lll 2 222 4 4 44 ( ((( * *** m mmm

•
%���SSSS�D�B�����SSSS ��
e	�o�
�	��	e�e
�
e��	ho

•
S SSS�D#�������B����S SSS ���
e��	ho
L�	��������V���SSSS �������������	G
•
S SSS�DSSSS 9SSSS S SSS�D9\\\\�T#�����������SSSS�DU

•
TSSSS�DU�D9SSSS T��;�	����SSSS�D��SSSS U

•
TSSSS <U�D9TSSSS�DU<T�	�����������;�	������;�	�����	�������U

•
S SSS ��#� ��� �����������	�TSSSS � ���U�D9� ��� �DSSSS�D
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� ��� 1 111 + + ++ P PPP � ��� � ��� 3 333 d ddd ) ))) - --- * *** 1 111 ( ((( P PPP � ��� R RRR ( ((( ) ))) * *** + + ++ d ddd 3 333 1 111 ) ))) - ---* *** 3 333 ` `̀` * *** 3 333 1 111 3 333 P PPP ) ))) � ��� ( ((( ) ))) ( (((
� ��� P PPP + + ++ � ��� ( ((( * *** + + ++ ( ((( ) ))) 3 333 � ��� ( ((( ) ))) ( ((( T�9�UM�e
	ho
h��#���������������������	;������BD�===�BA���9�;�	�����=K��	��	������������������;����	���������T�:����	�BU
5BD6

� ��� 97BI79HBD�BI�===�BAJ<�����7===7>BA?K��!��	�	��	��������#��������o��;����	
HBD�BI�===�BAJ=�������<����������;������V����=%�������������;����	��	��e	i=n����������#�����//// A<� ��� 9CDEWEABW=
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���������	#����	��f�	�
	ho
h��
����	;������,,,, D�,,,,I�===�,,,, AT����;����	�U�V���
,,,, W9HBWD�BWI�===�BW�J<=K�����	��	�����������#���������:�� ��� ( ((( ) ))) ( ((( R RRR ( ((( ) ))) * *** + + ++ , ,,,5,,,, D<6

� ��� 97,,,,I<79H� ���D�� ���I�===�� ��� �J9HBWFJDEWEA�DEFE��7===7>,,,, A<?
•
������;����	� ���F9������#�����
	ho
h�	��=

•X�V;����	,,,, W<9HBWD�BWI�===�BW�J9������#�����!h�����B�	����#������	������������������;����	,,,, W=
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Statistics 5401                                                   Lecture 4                                                   September 14, 2005� ��� 2 222 R RRR 1 111 - --- . ... 1 111 � ��� 2 222 ( ((( * *** 3 333 1 111 ( ((( P PPP � ��� ` `̀` * *** - --- � ��� 2 222 d ddd ) ))) 1 111

������� ��� 9H� ���D�===�� ��� �J�����������
•
n���
h��eh	�	�f�e����

� ��� <� ��� 9H� ���F<� ���YJDEFE��DE
YE��	���f����
�ho��CDEWEABWFI9� ���F<� ���F

•
n������
h��eh	����������� ��� <� ��� �	�
��f���o���!��CDEWEABWFBWY9� ���F<� ���Y���[
� ��� <� ��� ���������f������oo���!��, ,,, W,,,, W<
� ��� <� ��� 9CDEWEA,,,, W,,,, W<�,,,, W<�	�V��� ��� =
%������#����	����;�	������ ��� ��������#� ��� <� ��� 9CDEWEABWI=\\\\ R RRR ` `̀` - --- * *** ) ))) ( ((( P PPP ) ))) R RRR P PPP 3 333 R RRR - --- P PPP + + ++ d ddd
M�j��	�BWI������;�	������	���������
�������������	�	�#���,,,, W,,,, W<���
	�����#�����;�	������	����=CDEWEABWI�CDEWEA,,,, W,,,, W<
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Cmd> x <- matrix(vector(2.4,12.3,10.6,15.1,-1.3, \

22.9,15.7,15.7,17.2,22.5,  44,32.7,35.2,33.5,26.7), 5)

Cmd> x # n = 5; p = 3
(1,1)         2.4        22.9          44
(2,1)        12.3        15.7        32.7
(3,1)        10.6        15.7        35.2 X
(4,1)        15.1        17.2        33.5
(5,1)        -1.3        22.5        26.7

Cmd> xx <- x' %*% x; xx # p by p  (3 by 3)
(1,1)      499.11      644.96      1352.1
(2,1)      644.96      1819.5      3250.6 X'X
(3,1)      1352.1      3250.6      6079.5

Cmd> sum(x[,1]*x[,3]) # summed products of cols 1 and 3
(1,1)      1352.1 xx[1,3]@���������������� ��� <� ��� ��������
����	�	�#����CDEWEA,,,, W,,,, W<G

Cmd> xx1 <- dmat(3,0) # 3 by 3 starting matrix of 0's

Cmd> n <- nrows(x) # sample size

Cmd> for(i,1,n){ # X'X as sum of outer products
@xi <- vector(x[i,]) # column i of x
xx1 <- xx1 + outer(@xi,@xi)

;;} # ";;" prevents extraneous output

Cmd> xx1 # same as xx
(1,1)      499.11      644.96      1352.1
(2,1)      644.96      1819.5      3250.6
(3,1)      1352.1      3250.6      6079.5' ''' ( ((( d ddd S SSS P PPP - --- � ��� ( (((n���

;;
�����	����������

}
��	�;�����	����������������	�����������=@xi��������	�	�;�	�������������������������#�����#����	�������=
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Statistics 5401                                                   Lecture 4                                                   September 14, 2005� ��� ) ))) ( ((( ) ))) + + ++ 1 111 ) ))) + + ++ d ddd ( ((( 4 4 44 ( ((( ` `̀` ` `̀` 4 4 44 + + ++ d ddd ( ((( ) ))) + + ++ - --- P PPP - --- . ...R RRR ( ((( ) ))) * *** + + ++ , ,,, . ... - --- * *** R RRR 2 222 4 4 44 ( ((( 1 111
5,,,, D<6
������� ��� 97,,,,I<79H� ���D� ���I===� ��� �J���7===7>,,,, A<?

�h�hfh�o
��������������������;�	������=n���hf	�f�he	�!��o��5�BD6
� , ,,,

  9T���UCDEWEA,,,, W97�BI7�7===7>�B�?V��	�
�BF9T���UCDEWEABWF9T���U//// A<� ���F�9��===�������e
	ho
h���;�	���=
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Cmd> xbar <- rep(1,n)' %*% x / nn�����;���������	�������

sum(x)/n
Cmd> equal(xbar,sum(x)/n)
(1) T 
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Statistics 5401                                                   Lecture 4                                                   September 14, 2005n��1111 ( ((( R RRR ` `̀` 4 4 44 3 333 � ��� ( ((( * *** + + ++ ( ((( P PPP d ddd 3 333 T�	dddd - --- � ��� ( ((( * *** + + ++ ( ((( P PPP d ddd 3 333 �	
� ��� ( ((( * *** + + ++ ( ((( P PPP d ddd 3 333 � ��� d ddd - --- � ��� ( ((( * *** + + ++ ( ((( P PPP d ddd 3 333 URRRR ( ((( ) ))) * *** + + ++ , ,,, ��� ��� 9H�WFJ"T���U�DCDEWEAT,,,, W�� , ,,, UT,,,, W�� , ,,, U<�����	�����V���������;�	����������
;�	������I9T���U�DCDEWEATBW��BUI=���� ��� 9H�, ,,, D��, ,,, I�===��, ,,, AJ<��, ,,, W9,,,, W�� , ,,, �������	�B��#�;���������������	;�������	������	����������
� ��� 9T���U�D�� ��� <�� ��� 9T���U�DCDEWEA�, ,,, W�, ,,, W<=

  - --- ) ))) 3 333 Gn���#����	��	���������	#���������V����#�;���	���=� ���A9CT,,,, W�� , ,,, UT,,,, W�� , ,,, U<��
M���������	����������������;�	�����
���	�B� ��� T������#�����#U�� ��� ���������#��#� ���A�������#=
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•
N�����
h��eh	��FF9T���U�DCTBWF��BFUI�	����������hf	�	ho
he!���FI=��WW9��������he�ho���	
h�
�e

•
n�����
�
h��eh	��������
�FY9T���U�DCTBWF��BFUTBWY��BYU�	�����hf	�!�	ho
he!��=n��#�;���	�����������o�����

�o����f=n���#�;�������,,,, W�� , ,,, �	������������������������	�j��������������CDEWEAT,,,, W�� , ,,, U9�\\\\ R RRR ` `̀` - --- * *** ) ))) ( ((( P PPP ) ))) - --- l lll 1 111 3 333 * *** � ��� ( ((( ) ))) + + ++ - --- P PPP GK����������������;�	����T���U��	����� ��� 9T���U�DCDEWEAT,,,, W�� , ,,, UT,,,, W�� , ,,, U<������;�	����T�9�U��	����
�I9T���U�DCDEWEATBW��BUI

X������TBW��BUI��T,,,, W�� , ,,, UT,,,, W�� , ,,, U<=
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