
����������	
���������
���

�����	��


�������	���
���


��	�������	��������
����	����	

��� ��
 �����kb@umn.edu
�!�"�	#$���

�����%��&���

http://www.stat.umn.edu/~kb/classes/5401

© 2005 by Christopher Bingham

1

Statistics 5401                                                   Lecture 3                                                   September 12, 2005

' ''' ( ((( ) ))) * *** + +++ , ,,, - --- ( ((( . ... / /// 0 000 1 111 ( ((( 2 222 3 3 33 , ,,, + +++ 4 444 , ,,, + +++ 5 555 , ,,, 6 6 66 7 777 8 888 + +++ 4 444
9���:;����#����	�	��<��#
 ����

Cmd> a # previously entered 4 by 3 matrix
(1,1)           1           2          -3
(2,1)           0          11           4 4 by 3 matrix
(3,1)           7          17          12
(4,1)          -3           4           5
= === 7 777 8 888 > >>> , ,,, ? ??? + +++ ) ))) , ,,, 6 6 66 7 777 8 888 + +++ 4 444

Cmd> sum(a)#sum down columns; row vector (1 by 4 matrix)
(1,1)           5          34          18

Cmd> sum(a,margin:2) # sum down columns; ordinary vector
(1)            5           34           18

(1,1)
��#������	���������#���������

(1)
��#������	���������#���������
==== 7 777 8 888 ( ((( ) ))) 1 111 , ,,, 4 444 4 444 1 111 , ,,, ? ??? 4 444

Cmd> sum(a') #  sum across rows, row vector result
(1,1)           0          15          36           6

Cmd> sum(a')' #  sum across rows, column vector sums
(1,1)           0
(2,1)          15
(3,1)          36
(4,1)           6

Cmd> sum(a,margin:1) # sum across rows, ordinary vector result
(1)           0          15          36           6

@ @@@ 1 111 , ,,, > >>> 7 777 ) ))) 2 222 4 444 > >>> , ,,, ? ??? + +++ ) ))) , ,,, 6 6 66 7 777 8 888 + +++ 4 444

Cmd> prod(a) # multiply down columns
(1,1)           0        1496        -720
A AAA B BBB 2 222 1 111 0 000 8 888 0 000 4 444 , ,,, C CCC ) ))) , ,,, 6 6 66 7 777 8 888 + +++ 4 444

Cmd> min(a) # row vector result
(1,1)          -3           2          -3

Cmd> max(a) # row vector result
(1,1)           7          17          12
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. ... 1 111 > >>> 0 000 1 111 3 3 33 + +++ � ��� ) ))) , ,,, 6 6 66 7 777 8 888 + +++ 4 444 � ��� � ���
sort()

Cmd> sort(a) # Each column sorted in increasing order
(1,1)          -3           2          -3
(2,1)           0           4           4
(3,1)           1          11           5
(4,1)           7          17          12

Cmd> sort(a,down:T) # decreasing order
(1,1)           7          17          12
(2,1)           1          11           5
(3,1)           0           4           4
(4,1)          -3           2          -3

grade()
��	�����#��

sort() :
Cmd> grade(a)
(1,1)           4           1           1 Row #s of col minima
(2,1)           2           4           2 Row #s of 2nd
(3,1)           1           2           4 Row #s of 3rd
(4,1)           3           3           3 Row #s of col maxima

;�������	���	����	����	����� 
��	��������������������	���������
��������������������down:T�

Cmd> grade(a,down:T) # row numbers of elements in down order
(1,1)           3           3           3 Row #s of col maxima
(2,1)           1           2           4
(3,1)           2           4           2
(4,1)           4           1           1 Row #s of col minima

<��	#�	���	�����(((( �������������
�����	�������

Cmd> J <- grade(a[,1]) # grade() applied to just column 1 of a

Cmd> a[J,] # Rows now permuted so column 1 is sorted
(1,1)          -3           4           5
(2,1)           0          11           4
(3,1)           1           2          -3
(4,1)           7          17          12
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' ''' ( ((( 2 222 1 111 3 3 33 B BBB ' ''' 7 777 6 6 66 2 222 3 3 33 / /// 6 6 66 3 3 33 ) ))) ( ((( 2 222 3 3 33 , ,,, + +++ * *** �5 555 	* *** 5 555
' ''' ( ((( ) ))) * *** + +++ , ,,, - --- ( ((( :a %*%b
��a * b

Cmd> c <- matrix(enter(1 3 5 2 4 6),3) # 3x2

Cmd> c
(1,1)           1           2
(2,1)           3           4 3 by 2
(3,1)           5           6

Cmd> b <- matrix(run(12),nrows(a)) # 4 by 3

Cmd> b
(1,1)            1            5            9
(2,1)            2            6           10 4 by 3
(3,1)            3            7           11
(4,1)            4            8           12
* *** �5 555 	* *** 5 555 
* *** �����5555 �

Cmd> a %*% c # (4 by 3) %*% (3 by 2)
(1,1)          -8          -8
(2,1)          53          68 4 by 2
(3,1)         118         154
(4,1)          34          40* *** ����� �	* *** � ��� �
* *** ������	���������� ��� �
Cmd> a %*% b' #  4 by 3  %*%  3 by 4
(1,1)         -16         -16         -16         -16
(2,1)          91         106         121         136 4 by 4
(3,1)         200         236         272         308
(4,1)          62          68          74          80"�	**** � ��� ����#�����#������	�����������**** ����	�����	��	������ ��� :
Cmd> a %*% b #   4 by 3   %*%  4 by 3  is an error
ERROR: Dimension mismatch: 4 by 3 %*% 4 by 3 near 
a %*% b # 4 by 3  %*% 4 by 3

;����	�#���#���		�	�������

ncols(a) � nrows(b)
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;�����������:
a %c% b  

�����������
a' %*% b

a %C% b 

�����������
a %*% b'

Cmd> equal(a %c% b, a' %*% b)
(1) T      T means True, a %c% b equals a' %*% b

Cmd> equal(a %C% b, a %*% b')
(1) T

equal(x,y)
��������

T

;	�������#����

��
x
��#

y
�	��#������������	���������

�����
F

"������

$��������
arithmetic

�����	�������
�	�����������	��������##������������	
����
$��������

matrices
������������	��

����������������#�����������������
��������������	�����	����������
�������������##���	��������
;�	��#������������������

•
���Help��

���Help������
#����

����	������������	
•
����

help(matrices)
�	

help(arithmetic) �
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 , ,,, 2 222 ( ((( 2 222 3 3 33 , ,,, + +++ ( ((( 6 6 66 5 555 , ,,, + +++ - --- 0 000 + +++ 2 222 3 3 33 , ,,, + +++ 4 444
��������������	��������	�������

������**** 	���
���������
��

��������
���	�����������	���������	�����:�����������������������������

�
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��������������

�
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������������������������
��������	��((((��

	����������������
�
�

�( (((�
��

* *** 	�( (((��
�	�( (((��((((������((((�

��
��

���
�

�( (((
�
�������

���	� ((((�
	����
�
�
�	�
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�
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�

( (((��������
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• 
����������* *** ������������
�����
�����	�**** 	�* ***

��
****
������**
**
�
�

���
����

�

���	�****

	���

�	���
���
�������


��
�
��
�
���

�

����������������������:

•
����	���������	�������(((( ����#��	
���	���������	��

•����	���������	�������
**** ����#��	

�����������
�( (((�
��

* *** 	�( (((
�
��	�* ***
��
****
������**
**
�
���

���
�

�( (((
�
��

%���**** ���#������	����	��������#
���	�������((((�������#�����	�����
��#****
������#�����	����������
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	 			 , ,,, ) ))) ( ((( � ��� 7 777 6 6 66 ( ((( 1 111 � ��� :
 
 

 + +++ + +++ 0 000 1 111 / /// 1 111 , ,,, > >>> 7 777 ) ))) 2 222
%���(((( ��#� ��� �	������	������������
��
���������	�

�����
�����

�
�������
��

���������
����	�	�#�����������

���
�����;���������������	�������������������������������	�#����
�������������

Cmd> x <- vector(3.32,3.00,1.61,2.53,3.61)

Cmd> y <- vector(11.21,10.64,8.16,9.47,10.41)

Cmd> innerxy <- sum(x*y); innerxy # x*y is elementwise product
(1)      143.81 Inner product of x and y
����	�	�#�����((((����������

 

��

�( (((�������
�
������
���������

����������������������	�������
	 			 , ,,, ) ))) ( ((( � ��� 7 777 6 6 66 ( ((( 1 111 � ��� :�( (((�	�������������
����	��
�����(((( �

Cmd> normx <- sqrt(sum(x^2)); normx
(1)      6.4844
;�����������������

length(a)
	

�����	������������
a
�����������
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' ''' ( ((( 2 222 1 111 3 3 33 B BBB / /// 1 111 , ,,, > >>> 7 777 ) ))) 2 222 , ,,, C CCC 1 111 , ,,, ? ??? ( ((( + +++ > >>> ) ))) , ,,, 6 6 66 7 777 8 888 + +++
- --- 0 000 ) ))) 2 222 , ,,, 1 111 4 444


������(((( ��#� ��� �	������	����������
�������;���(((( ����1111 , ,,, ? ?

?? �����	��#� ��� ��
�)))) , ,,, 6 6 66 7 777 8 888 + +++ �����	�
;�����	�����
����( ((( ������ 	( ((( ����� ��#� ��� ��( (((	���� �( ((( �����������������
����
���
�
�����������	�	�#�����((((��#� ��� �;�����

(((( ����� 	���� �( ((( 	������
Cmd> x' %*% y
(1,1)      143.81

Cmd> y' %*% x
(1,1)      143.81

Cmd> innerxy # computed previously as sum(x*y)
(1)      143.81���	������	������
(((( �( ((( � ��� �
���
�	�( (((��


�������	��	���������������
�	�#������#����������	�������	��
�	�#�����

Cmd> x' %*% x # same as sum(x^2)
(1,1)      42.047
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9��������	�#����(((( ����� ��#� ��� �( ((( �������
��	�

�������	����
�������	���
;�������	������������������	���
�����	��	��������	�����
Cmd> a <- vector(78.2, 69.5, 32.4, 52.0, 66.2)

Cmd> b <- vector(56.5, 26.9, 54.5, 38.9, 67.3)

Cmd> sum(a*b) # inner product
(1)       14532

Cmd> a' %*% b # matrix product  of a %c% b
(1,1)       14532

Cmd> b' %*% a # matrix product  or b %c% a
(1,1)       14532

Cmd> a %*% b' # this is ab', not yet defined; differs from b'%*%a
(1,1)     4418.3      2103.6      4261.9        3042      5262.9
(2,1)     3926.8      1869.5      3787.8      2703.5      4677.3
(3,1)     1830.6      871.56      1765.8      1260.4      2180.5
(4,1)       2938      1398.8        2834      2022.8      3499.6
(5,1)     3740.3      1780.8      3607.9      2575.2      4455.3

;�������������	��������������	��
**** � ��� �����
* ***

�����	������������������#�����#
����(((( � ��� ����
�������
�����
����������(((( � ��� ������
�
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' ''' ( ((( 2 222 1 111 3 3 33 B BBB 8 888 7 777 6 6 66 2 222 3 3 33 / /// 6 6 66 3 3 33 ) ))) ( ((( 2 222 3 3 33 , ,,, + +++ 3 3 33 + +++ 2 222 0 000 1 111 8 888 4 444 , ,,, C CCC
3 3 33 + +++ + +++ 0 000 1 111 / /// 1 111 , ,,, > >>> 7 777 ) ))) 2 222 4 444

������#��������	������������������	
��	��	���	��������	��������	�	� 
#����((((������
�

������**** ��������#� ��� ������
* *** 	�( (((
��
((((
������((((�
��
�����((((�����

� ��� 	�� ������ ���������� ����
�
������ ��������

;�����	���	�#���5555 � ��� ���

�	* *** � ��� ��


���
�
���������	�	�#������
�( (((������

;��������


	
�

�����
�����((((���#� ���

�

	
���	���	�#�����	�����**** 
( (((��
���#

���������� ��� 
����

���

����	��������	��	��

��

	�
��������
��
��
	�
��������	�������
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* *** + +++ 3 3 33 8 888 / /// , ,,, 1 111 2 222 ( ((( + +++ 2 222 ) ))) ( ((( 4 444 0 000


���������� ��� 	�� ����� �������� ����
�������	��

��
��������	��������	�������
;���������������� ��� ��#���	������ ��� �
�	���������	�� ���
��

	�
�������������

�������������������;��	���	�
� ��� �� ��� 	�� ���
�� ��� ����
�����

���
� ���
�� ��� �
	�
�������
�����
#� ���
�� ���

	�
�������

�

�	�4444 7 777 8 888 4 444 , ,,, C CCC / /// 1 111 , ,,, > >>> 7 777 ) ))) 2 222 4 444 ( ((( + +++ > >>> 4 444 � ��� 7 777 ( ((( 1 111 0 000 4 444 � � ��


�����	���
��� ��� 	�� ����� �������� ��� �

�������
� ��� �� ��� 	�� ���
�� ��� ����
��������

���	�� ���
�� ��� �
	�
�������
���
���4444 7 777 8 888 , ,,, C CCC

/ /// 1 111 , ,,, > >>> 7 777 ) ))) 2 222 4 444 �
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' ''' ( ((( 2 222 1 111 3 3 33 B BBB ' ''' 7 777 6 6 66 2 222 3 3 33 / /// 6 6 66 3 3 33 ) ))) ( ((( 2 222 3 3 33 , ,,, + +++ 3 3 33 + +++ 2 222 0 000 1 111 8 888 4 444 , ,,, C CCC , ,,, 7 777 2 222 0 000 1 111
/ /// 1 111 , ,,, > >>> 7 777 ) ))) 2 222 4 444


������
BBBB 	����������� �����	


�������	���
���� 	����������� �����	


�������	���

���#������#����	����
	 			 , ,,, ) ))) ( ((( � ��� 7 777 6 6 66 ( ((( 1 111 � ��� :;����������
���B BBB�� ��� ��
#�����#�������������	��
�����������������

B BBB�� ��� 	����������������
�	B BBB � ��� �

�
����������

�������
����������������

�

Cmd> x <- vector(29,4,-2,-58) # m = 4

Cmd> y <- vector(70,45,40,34,-147) # n = 5

Cmd> outer(x,y) # or x %*% y'  or x %C% y
(1,1)       2030        1305        1160         986       -4263
(2,1)        280         180         160         136        -588
(3,1)       -140         -90         -80         -68         294
(4,1)      -4060       -2610       -2320       -1972        8526

Cmd> x %*% y'
(1,1)       2030        1305        1160         986       -4263
(2,1)        280         180         160         136        -588
(3,1)       -140         -90         -80         -68         294
(4,1)      -4060       -2610       -2320       -1972        8526

Cmd> x[4]*y[5] # check row 4 and column 5 of result
(1)         8526
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������**** ��������#� ��� �������
������#�����������	���	�#���**** � ��� ��
��	���������������
����* ***


� ���

������

�����
�
* ***

��
**** ��#�������� ���
���� ��� ��

**** � ��� 	���
��
* ***


� ���

�
	* ***
�
� ���
���* ***�
� ���
�������* ***�

� ���
�
�

	����������	�	�#������������
Cmd> a <- matrix(vector(1.04,0.696,-0.651,0.13,1.5,1.61), 2); a
(1,1)        1.04      -0.651         1.5 2 by 3
(2,1)       0.696        0.13        1.61

Cmd> b <- matrix(vector(0.367,0.658,0.796, \
0.024,-0.784,-0.851, 0.352,-0.082,1.143),3); b

(1,1)       0.367       0.024       0.352
(2,1)       0.658      -0.784      -0.082 3 by 3
(3,1)       0.796      -0.851       1.143

Cmd> a %*% b # matrix product
(1,1)      1.1473    -0.74116       2.134 2 by 3
(2,1)      1.6225     -1.4553      2.0746

Cmd> # Here is same thing as sum of outer prods

Cmd> a[,1] %*% b[1,] + a[,2] %*% b[2,] + a[,3] %*% b[3,]
(1,1)      1.1473    -0.74116       2.134
(2,1)      1.6225     -1.4553      2.0746
"�	��������a[,2] %*% b[2,]

	����	
�	�#��������������

a
��#	�����

b
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;��������������#�������������
������������������������������#���
�����	�#�����������

for
�����

����	��#���	��������������	����
��������#������������	�	�#����

Cmd> s <- matrix(rep(0,6),2);s # set initial value of s to 0
(1,1)           0           0           0
(2,1)           0           0           0

Cmd> for(i,1,3){ # same thing using a loop
s <- s + a[,i] %*% b[i,];;

}

Cmd> s
(1,1)      1.1473    -0.74116       2.134
(2,1)      1.6225     -1.4553      2.0746

;�����������	������#������������	�
�
�	���#�	��
9�������

;;
�����	�������
��#�����

������#������������������������#�
������������	�#���#�����	��	��
�	���#������

 


 , ,,, 2 222 0 000 � � �� ������������������������

**** � ��� �����
* ***

;�������	
#�	���������������������	��
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 , ,,, 2 222 ( ((( 2 222 3 3 33 , ,,, + +++ ( ((( 6 6 66 ) ))) , ,,, + +++ - --- 0 000 + +++ 2 222 3 3 33 , ,,, + +++ 4 444 ( ((( � ��� ( ((( 3 3 33 + +++
����������������������������

•
= === 3 3 33 + +++ � ��� 6 6 66 0 000 �������	��������	��������
�����������	BBBB

•
5 555 , ,,, 6 6 66 7 777 8 888 + +++ ��#������	���	�	 			 ( ((( 1 111 3 3 33 ( ((( � ��� 6 6 66 0 000

• � ���
, ,,, ? ??? ��#������	���	�5 555 ( ((( 4 444 0 000
������#BBBB������	�BBBB��������������	
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� ��� 3 3 33 + +++ 0 000 ( ((( 1 111 5 555 , ,,, 8 888 � ��� 3 3 33 + +++ ( ((( 2 222 3 3 33 , ,,, + +++ 4 444 , ,,, C CCC 	 			 ( ((( 1 111 3 3 33 ( ((( � ��� 6 6 66 0 000 4 444
���������������������	�����	����#��
���
��������
����
����	���������
�������	���������	BBBB 	����������

���
	 			 , ,,, ) ))) ( ((( � ��� 7 777 6 6 66 ( ((( 1 111 � ��� :�6 6 66 3 3 33 + +++ 0 000 ( ((( 1 111 ) ))) , ,,, 8 888 � ��� 3 3 33 + +++ ( ((( 2 222 3 3 33 , ,,, + +++ ���
�����	�

�	������������������
	�
���������

A AAA B BBB ( ((( 8 888 / /// 6 6 66 0 000 :
�	�� ��	
 �����


�����

���������


�����
;������������	�	�#�����
)))) 	�������������

��	� �������������
��#
BBBB � ��� ������������

��
�������	������������	���	�#���

�	) ))) �B BBB
��������#���	���	��������)))) �B BBB ��
	��	��������������	������������
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= === � ��� 8 888 8 888 0 000 2 222 1 111 3 3 33 ) ))) ' ''' ( ((( 2 222 1 111 3 3 33 ) ))) 0 000 4 444
	 			 , ,,, ) ))) ( ((( � ��� 7 777 6 6 66 ( ((( 1 111 � ��� :==== � ��� 7 777 ( ((( 1 111 0 000 �4444

� ��� 8 888 8 888 0 000 2 222 1 111 3 3 33 ) )))
��**** ����������	�����������������������
�����	����	��* *** ���������������
�
�
	��
������#��
��
��������������������������������

�
����������!������

�
����������������

�
* *** 	

������������	���������#���		����
%���**** ������	�������
�
* *** �* *** ����
������������	���

18



Statistics 5401                                                   Lecture 3                                                   September 12, 2005

� ��� 3 3 33 ( ((( � ��� , ,,, + +++ ( ((( 6 6 66 ' ''' ( ((( 2 222 1 111 3 3 33 ) ))) 0 000 4 444
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AAAA B BBB ( ((( 8 888 / /// 6 6 66 0 000
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������������� ��� 	��������������
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��������!�����
�

�������������
�

;���������������	�����
� ��� 	#�������������������

��
�	����� ��� ���������������

dmat() :
Cmd> b <- dmat(vector(15.3,13.2,17.3,9.4)); b
(1,1)        15.3           0           0           0
(2,1)           0        13.2           0           0
(3,1)           0           0        17.3           0
(4,1)           0           0           0         9.4
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������
diag()
�����	������#���������

����	��:
Cmd> diag(b)
(1)        15.3        13.2        17.3         9.4

Cmd> a <- matrix(vector(15.3,11,16.2,10.3, 11,13.2,12,11,\
16.2,12,17.3,11.2, 10.3,11,11.2,9.4),4)

Cmd> a
(1,1)        15.3          11        16.2        10.3
(2,1)          11        13.2          12          11
(3,1)        16.2          12        17.3        11.2
(4,1)        10.3          11        11.2         9.4

Cmd> diag(a)
(1)        15.3        13.2        17.3         9.4
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���������������
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Cmd> dmat(rep(1,4)) # or dmat(vector(1,1,1,1))
(1,1)           1           0           0           0
(2,1)           0           1           0           0
(3,1)           0           0           1           0
(4,1)           0           0           0           1

Cmd> rep(1,4)
(1)           1           1           1           1����	������	���
Cmd> dmat(4, 1) 
(1,1)           1           0           0           0
(2,1)           0           1           0           0
(3,1)           0           0           1           0
(4,1)           0           0           0           1

dmat(m,c)
�	������

m
��

m
���	�������

��������
c
�����#��������
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' ''' ( ((( ) ))) * *** + +++ , ,,, - --- ( (((

Cmd> a # m = 2, n = 3
(1,1)        1.04      -0.651         1.5
(2,1)       0.696        0.13        1.61

Cmd> i2 <- dmat(2, 1) # 2 by 2 identity matrix

Cmd> i3 <- dmat(3, 1) # 3 by 3 identity matrix

Cmd> i2 %*% a # identity matrix on left; same as a
(1,1)        1.04      -0.651         1.5
(2,1)       0.696        0.13        1.61

Cmd> a %*% i3 # identity matrix on right; same as a
(1,1)        1.04      -0.651         1.5
(2,1)       0.696        0.13        1.61
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